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ПРЕДИСЛОВТЕ АВТОРА КО ВТОРОМУ ИЗДАНЮ ‘°). 


Сочинен!е это было вызвано задачей, предложенной Брюс- 
сельскою Академею. Первоначально оно состояло только 
изъ двухъ мемуаровъ, представленныхь Академи въ декабрЪ 
1829 года и сопровождавшихся очень короткимъ введенемт. 
Когда Академ1я опредЪлила напечатать этотъ трудъ, я р$- 
шилея расширить введеше и присоединить къ нему сверхъ 
того въ вид$ прим$чанй результаты н%которыхъ изысканй, 
относящихся къ тому же предмету. Сперва я медлилъ вы- 
полненемъ этого намреня, а потомъ окончан!е работы 
было задержано собственно историческими изыскатями, при 
которыхъ обнаружились различные темные вопросы, не пред- 
видвнные прежде; однако окончить свой трудъ я считаль 
долгомъ передъ Академей въ виду дружескихъ настоянй 
ея знаменитаго безесм$ннаго секретаря г. Ветле. Печатане 
началось въ 1835 году, сначала безъ остановокь и довольно 
быстро, но вскор$ замедлилось главнымъ образомъ по при- 
чинЪ изучен1я индзйскихъь сочинемй Брамегупты, которыхъ 
настоящее содержане и особая важность геометрическаго 
отдЪла тогда не были еще извЪетны. Сочинене появилось 
наконецъ въ 1837 году. 


- *) Редакщя Математическаго Сборника начала въ 1871 году. печатв- 
н1е перевода Историг Геометр1н Шаля главнымъ образомъ въ виду 
того, что не только французсый подлинникъ этого сочинен1я (1837), 
но и н-мецый переводъ Зонке (СезсисМе 4е’ Сеотеиче чоп Спазез, 
@Бегбгареп дигсь Пг. БовискКе, НаШе; 1839), ед$лались библогра- 
фическою р$дкостью. Весь руссюй переводъ былъ уже сдфланъ и болфе 
половины напечатано, когда полвилось второе французское издан!е 
безъ всякихъ перемфнъ. 


П 


Въ послёднее время Академя пожелала издать его вновь. 
Но мое здоровье и разные запоздалые труды, корректуры 
которыхъ лежать у меня уже цЗлые годы, не дали мн воз- 
можности принять участ1е‘ въ этомъ перецечатани. Мой 
другъ Баталанъ, профеесоръ Люттихскаго универеитета, быль 
такь добръ, что зам$ниль меня при пересмотрЪ корректуръ; 
прошу его благосклонно принать отъ меня за это самую 
искреннюю благодарность. 


Представлялоеь и другое препятстве. Съ 1837 года гео- 
метр1я сдфлала значительные успхи, перечисленные въ од- 
номъ ‘изъ отчетовъ, предетавленныхь во время министертва 
почтеннаго Дюрюи и по его предложеню. Обетоятельство 
это дфлало очень сомнительнымъ успЪхъ сочиненя, устар в- 
шаго уже почти на сорокь л5тъ. Но Науе2, содержатель 
типография Брюесельской Академш, и даа тег-УШаг$, по- 
желавний къ нему присоединиться, захотЪ ли выполвить мысль 
Академ. Пусть и они примуть также выражене моей благо- 
дарности. 


Парижъ, 20 мая 1876 г. 


фо еееетью ммвалижисныих ® 3. 3 = 
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Въ этомъ сочинени мы намфрены изложить краткое обозрЪне 
важнфйшихъ открыт!й, благодаря которымъ чистая геометрая до- 
стигла- своего современнаго развитя, и преимущественно т$хъ 
изъ нихъ, которыми были подготовлены нов$йшпе методы. 

Ниже будетъ указано, каве изъ этихъ методовъ находятся, по 
нашему мнЪн!ю, въ ближайшей связи съ многочисленными новыми 
теоремами, обогатившими науку въ послЪднее время. 

Въ конц мы разъясняемъ сущность и философскй характеръ 
двухъ основныхъ геометрическихъ принциповъ, составляющихъ 
главный предметь нашихъ мемуаровъ. 

_Мы раздлили истор1ю геометрм на пять эпохъ. Читатель по 
прочтенли книги можетъ судить, оправдывается ли это раздфле- 
че т$ми особыми чертами, которыя мы признали отличительными 
для каждой эпохи. 

Къ этому историческому обзору прибавлены мног1я прим$чатя. 
Одни изъ нихъ назначены для болЗе подробнаго развит я такихъ 
вопросовъ, о которыхъ въ самомъ изложени говорится только 
вкратцЪ; другя заключаютъ въ себ нфкоторыя историчесмя по- 
дробности, пом$щать которыя на ряду съ важнЪйшими фактами 
казалось намъ неудобнымъ, такъ какъ ихъ объемъ могъ бы за- 
труднять чтене; наконецъ мног1я изъ прим чан!й суть плоды на- 
шихъ собственныхъ изслфдован1й о различныхь предметахъ, отно- 
сящихся въ разсматриваемымъ здЪфеь геометрическимъ теорямъ; 
эти прим чан1я представляютъ можетъ быть н%которые новые ре- 
зультаты. 

`’Ихъ не было бы необходимости помфшать здЪеь, еслибы въ 
этомъ труд$ мы имЗли въ виду только одну историческую ц$ль. 
Но, говоря о развити геометрии и описывая открытя и новыя 
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учен!я, возникающая въ ней, мы главнымъ образомъ желали на 
н$которыхъ примфрахъ показать, что характеръ этихъ новыхъ 
учен!й состоитъ въ стремлеши вносить новыя упрощен1я во вез 
части науки о протяженш и новыя средства для достиженя одно- 
го, досихъ поръ еще нейзв #сзнаго, обобщения вовхъ геометриче- 
скИхЪ ИСТИНЪ; ЭТО же стремлене было свойственно и анализу, кот- 
да онъ прилагался къ геометрши. Изъ нашего обзора мы заклю- 
чаемъ, что могущественные пр1емн,. пробр®тенные геометрлею. въ 
посл днйя тридцать лВтъ.. во мйогихь отношеняхъ могутъ сразнитьея 
съ аналитическими способами и что. они отнывВ могутъ соперничать 
съ ними въ весьма многочпеленныхь вопросахъ нашей науки. 

Эта мысль: будеть повторенаА —мМы желали бы сказать подтвер- 
ждена—во многихъ мфетахъ, потомучто ею себетвенно и вызвано’ 
самое сочинен1е и она ноетоянио руководила насъ при ДолРяхУ 
пзыскамяхь, которыя были необходимы и для исторической частя, 
п для прим$чан!й, и для двухъ мемуаровъ. 

Но чтобы устранить всякое несправедливое толковаве напшх® 
намфренй. и мин относительно обоихъ методовъ, присущикь 
математичебкимь. изунамъ. мы опфшймъ заявить, что. налие удив“ 
ленте къ современному могуществу аналитичеекаго снособа не 
пмфетъ границъ и что мы не во все$хъ вопросахъ ставимъ на ря- 
ду съ нимв сповобъ геометричесый. Но мы убфилены, ‘чо `при 
изыскани математическахь ибстинъ не можеть быть избытка въ 
средствахЪ изелВдеван!1я; ве иетины могутъ сдфлаться одинаково 
проетыми и наглядинми, ебли только мы вайлейъ къ нимъ пря- 
мой, свойственный имъ и естественный путь; воть почему М 
считали не безполезнымъ, насколько намъ‘?этд- позволяли НАШИ 
слабыя ерёлетва, показать, что премы чистой‘ геометрии очень ча- 
сто и ве иножествЪ вопросовъ представляють именно этотъ про- 
стой и 6ечественный путь, проникающий въ самую сущноеть истин; 
обнаруживаю! таинствениыя связи, соединяюш1я пхъ между сб- 
бою.— путь, ведупИй къ самому ясному и полному пониманю ихъ. 


ПЕРВАЯ ЭНОХА: 3 


ГЛАВА ПЕРВАЯ. 


ПЕРВАЯ: ЭПОХК. 


1. Геометрая получила начало у Халдеевъ и Егиитянъ. 

Финикянинъ @алесъ (639-548 доР. Х.) Ъздилъ учиться въ Егй- 
петъ и, поселившись потомъ въ МилхетЪ, основалъ Тон1йскую ‘школу, въ 
которой образовалиеь греческе философы и началось первое 
развит!е геометрии. 

Пиеагоръ Самоссвй (род. 580 доР.Х.), ученикъ 9алеса, подоб- 
но ему, сперва отправился въ Египетъ, а потомъ въ Индию; возвра- 
тевись Я таню , онъосновалъзи Весь свою школу, которая сдфлалаеь 
гораздо знаменит$е той, изъ которой онъ’ преизошелъ’ самъ. Этому 
философу, сдзлавшему изъ геометрии часть своей философли, и 
его ученикамъ преимущественно принадлежать первыя открытия въ 
геометрии; самыя важныя изъ нихъ: теорйя несоизмиримости нф- 
которыхъ лив1й, напр. длагонали квадрата съ его. стороною, и 
теор1я правильных пиьлз. Впрочемъ первые успЗхи науки о. протя- 
жени состояли только изъ н$еколькихъ простёйшихъ предло- 
жен!й о прямой лини п крутЪ. Между ними напболБе зам$- 
чательны: теорема о квадратъ зитотенузы прамоугольнаго тре- 
угольника (за открыте которой, по сказаню истори, или баени, 
Пиеагоръ принесъ въ жертву гекатомбу) и то свойстве круга и 
шара. что они изъ всфхъ фигуръ одинаковаго периметра или оди- 
наковой поверхности суть наибольиия; эта послФдняя теорема со- 
держитъ вЪ себ первый зачатокъ ученя объ изопериметраге. 

9. Геометр!я оставалась въ такомъ ограниченномъ видЪ до осно- 
вания Платоновой школы, которое было эпехою боле важныхъ 
открытмй. 

Плазонъ (430-347 д. Р. Х.). Чтобы изучить математику, Пла. 
тонъ, Подобно своимъ предшественникамъ, отправился сперва къ 
египетскимъ жрёцамъ, а потомъ въ Иташю къ пиеагорейцамъ. 
Возвратившись въ Аеины , онъ сталъ во глав новой школы и ввелъ 
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въ геометрю аналитичесый методь 1), коничесяя съчешя и учене 
озеометричеекихь мъстахь. Эти зам чательныя открытйя сдфлали 
изъ геометри вакъ бы новую науку въ сравнен!и съ существовав- 
шей до этихъ поръ элементарной геометрей, науку высшую, кото- 
рая учениками Платона названа была, транецендентною зеометраей. 

Съ этого времени стали прилагать съ замфчательнымъ искус- 
твомъ учене о геометрическихъ м3стахъ 3) къ рёшеню знамени- 
тыхъ задачъ объ удеоени куба, о двуж5 среднижз ‘пропорцональ- 
ныть и о дьлеши узла на три равныя части. 

Первая изъ этихъ задачъ, извфстная по своей трудности и по 
своему баснословному происхожденю, занимала геометровь еще 
прежде этого времени. | 

- Гаппократъ Х10оссый (около 450 доР.Х.), достаточно извЪстный 
квадратурою своихъ луночекё, привелъ задачу о удвоенш куба въ 
нахож ден!ю двухъ среднихь пропоршональныхь между стороною 


1) Вьетъ, въ начал своего сочиненя «./9а00де $1 ает ап уйсет», даетъ 
слЗдующее объясневе анализа и синтеза, вполн»® харакзеризующее оба эти 
метода древиихъ: «Въ математик» существуетъ способъ изслЪдованя истины, 
изобр$теше котораго приписывается Платову; Теонъ назвалъ его авализомъ 
и опредзлилъ слфлующимъ образомъ: мы разсматриваенъ искомое, какъ 
извф$стное, и переходимъ отъслФдств1а къ слЪдств!ю до тъхъ 
поръ, пока не убЪдиисяа въ истин $ искомаго. Сивтезъ же состоитъ 
въ томъ, что, исходя отъ изв стнаго, мы, путемъ отъ сл дествия 
къ сл дств!ю, приходимъ къ открыт!ю искомаго.» 

3) МВстомъ въ геометрия называется послЗдовательность точекъ, изъ ко- 
торыхъ каждая рёшаетъ предложенную задачу, или каждая обладаетъ извЪст- 
вымъ свойствомъ, ие принадлежащимъ викакой точк$, взатой вн$ этого мз- 
ста. Древые подраздФляли геометрическя м3ста на различные роды. Они на- 
зывали прямую лиНю и кругь плоскими м$фстами, потомучто ихъ прамо 
чертили на плоскости; тёлесными м%стами назывались коническя с$че- 
н1я, потомучто опи получались на тёлВ (конус); ваконецьъ линейными 
изстами назывались вс кривыя высшихъ порядковъ, какъ ковхоиды, циссои - 
ды,спирали и квадратриксы. М Зстиою теоремою называлась такая тео- 
рема, въ которой доказывалось, что послЪдовательность точекъ прямой или 
кривой лин!а удовлетворяетъ даннымъ условамъ вопроса, и м стною за- 
дачею, — задача, въ которой требовалось найти послЪдовательность точекъ, 
удовлетворяющихъ давнымъ условамъ. 
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даннаго куба и удвоенною стороною его; по всей вЪфроятности, 
это и было поводомъ къ общей задачВ о двухъ среднихъ пропор- 
цюнальныхъ. Эта послЪдняя задача была рфшена весьма различ- 
ными способами, которые всЪ дфлаютъ честь геометрамъ древняго 
мра. Первое ршене принадлежитъь Платону, который для этого 
изобрзлъ особый снарядъ. состоявший изъ прямого угла, на одной 
сторонз котораго двигалась прямая, оставаясь параллельною другой 
сторон: безспорно это былъ первый прим ръ механическаго рзше- 
н1я геометрической задачи. 

Менехмъ, ученикъ Платона, пользовалея для той же цфли #е0- 
метрическими моствми: двумя параболами, оси которыхъ взаим- 
‘но пернендикулярны, а также параболою и гиперболой между 
асимптотами. 

Евдокеъ, другой ученикъ и другъ Платона. прилагалъ другя 
кривыя, нарочно для этой ц$ли изобр$тенныя имъ; къ сожалЁн!ю, 
его рзшенше не дошло до насъ и мы даже вне знаемъ, каюя это 
были кривыя. 

Р$шене знаменитаго пиеагорейца Архитаса. чтен1я котораго 
слушалъь Платонъ въ Италии, было чисто умозрительное. Оно за- 
мЪчательно Тфмъ, что основывалось на употребления кривой двоя- 
кой кривизны; это была первая кривая такого рода, раземотр$н- 
ная геометрами;: по крайней мфрЪ она самая древняя изъ извЪст- 
нНыхЪ намъ 3). 


3, Образовае этой кривой сл$дующее: «На д!аметрЪ освовав1я прямаго 
круглаго цилиндра вообразимъ себЪ описанный полукругъ, плоскость котора- 
го перпевдикулярна къ плоскости основав!я цилиндра; будемъ вращать да- 
метръ вмфст? съ описаннымъ на немъ полукругомъ около одного изъ концовъ, 
оставляя плоскость полукруга по прежвему перпендикулярной къ основаню, 
этотъ полукругъ во всякомъ положеви будетъ перес$кать поверхность цилив- 
дра въ одной точк$; послВдовательность такихъ точекъ и образуетъ кривую 
двоякой кривизны, о которой идетъ р$3чь». 

Чтобы р$фшить задачу о двухъ средвихъ пропорцюнальныхъ, Архитасъ пе- 
ресЪкаетъ эту кривую круглымъ конусомъ, ось вращев!я котораго есть обра- 
зующая цилиндра, проходящая черезъь неподвижный конецъ вращающагося 
д1аметра: точка пересфчевя доставляетъ нскомое рёшене. 
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Четыре приведенныя здфеь р»шен1я задачи о‘двухъ среднихъ 
пропоршональныхь, какъ мы видимъ, существенно различны меж_ 
ду собою. Таже задача и посхф того въ течене многихъ вфковъ 
занимала геометровъ и потому число рёшен!й ея значительно уве- 
личилось. Евтоцй, математивъ шестаго столфтя по Р. Х., в 
своемъ комментар!и ко второй книг$ о шарь и цилиндрь Архн- 
меда, приводить рёшеня Эратосоена, Аполлоня, Никомеда, Ге- 
рона, Филона, Пална, Длоклеса и Спора. О всфхъ этихъ матема- 
тикахъ мы упомянемъ далфе въ хронологическомъ порядиЪ. 

3. Превосходные методы, указанные Платономъ и учениками 
его, ревностно разработывались ихъ послВдователями и были пред- 
метомъ многихъ зам чательныхъ сочинен1й., въ которыхъ развиты 
были главнЪйция свойства коническихъ сЪчен!й, этихъ знамени- 
тыхЪ кривыхъ лин1й, которымъ 2000 л$тъ спустя пришлось 
играть такую важную роль въ небесной механикЪ, когда Кеплеръ 
узналъ въ нихъ истинные пути, описываемые планетами и спут- 
никами, и Ньютонъ въ ихъ фокусахъ открылъ средоточ1е силы, 
приводящей въ двяжене всЪ тфла вселенной. 

ВажнфИшимъ изъ такихъ сочинен! было сочинеше Аристея 
(около 450 до Р. Х.), которое состояло изъ пяти книгъ о кониче- 
скихъ сфчешяхъь п о которомъ древне отзываются съ. необык- 
новенною похвалою. Въ сожалЪ ню оно не дошло до насъ, также 
какъ пять книгъ «о Пюлеслыхь мьстахё» того же геометра ‘). 

4. Въ тому же почти времени относится открыте квадратрик- 
сы Линострата. Главное свойство этой кривой даетъ способъ д%- 


8) Пять книгъь «о тфлесныхъ м$стахъ», о которыхъ говоритъ 
Папаъ въ седьмой книгВ его «Математическаго Собран!я» (СоЛесИопез та- 
\Ветайсае) были по этому указав!ю возставовлены Вивани совершенно въ 
дух древней геометрш подъ заглавемъ: Де 1068 30145 бвесипда @дютапо 
деотенса т дштдие ПФгоз уиа (етрогит ати830$ Атё5аег зе110148 деоте- 
мае аисоте Утсепйо Уплат и т. д. (п 1010, Флоренщя, 1701 г.) Еще въ 
1659 году Вив!ани возстановилъ пятую книгу коническихъ сфченй Аполлон!я, 
которая вм$стз съ 6-ю и '7-ю книгами была найдена Борелли въ то самое 
время, когда Вивави окавчивалъ свой трудъ; до этого же времени были изв$ет- 
ны ТОЛЬКО четыре первыя книги. 
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лить уголь на н$Феколько частей, пропориональныхъь даннымъ 
лишямъ, и вфроятно она была изобр$тена для р%фшевня возбуж- 
денной въ Платоновой школ задачи о ‘дЪленя ‘угла на тра рав- 
ныя части. Еслибы эта кривая могла $ыть ностроена теометри- 
чески, то ею рЪ+шалась бы также. задача о квадратур$ круга; 
велЪдстве этого она и получила отъ‘древнихъ свое названйе— 
квадратрикса. Паппъ предполагаетъ, что это свойство кривой бы- 
ло открыто Диностратомъ, братомъ Менехма, отчего новые гео- 
метры и назвали ее квадратриксою Динострата. Но изъ двухъ 
м$сть Нрокла °) можно кажется заключить, что кривую эту от- 
крылъ и обнаружилъ ея свойства Гипий, геометръ и философъ. 
жившй во время Платона 6). 

5. Въ этой же первой эпохЪ развит1я геометр1и должно отне- 
сти Персея, который прюбрзль извЪстность открымемъ улилико- 
образныхь литй (Нопез вричдиез). Онъ получалъ эти кривыя, пе- 
ресЪкая различными плоскостями кольцеобразную поверхность (10- 
ги5), образуемую вращевлемъ ‘круга около неподвижной оси, ле- 
жащей въ той же плоскости. 

Объ этомъ предметЪ осталось только одно указан1е Прокла въ 
его комментарш къ первой книг Евклида 7), гдЪ онъ ясно опп- 
сываеть образоване этихъ кривыхъ на кольцеобразной поверхно- 
ти и открыте ихъ приписываетъ Персею. Спустя н$сколько строкъ 


5} Смотри 9-ю теорему 3-ей книги и начало 4-Й книги коммевтар!евъ 
Прокла къ первой книг$ Евклида. 

6) Леотодъ, математикъ 17-го столфт!я, хорошо. знакомый съ геометрею 
древнихъ, издалъ особое сочинене объ этой кривой, въ которомъ онъ обна- 
ружизаетъ множество любопытныхъ ея свойствъ, оправдывающухъ заглав:е 
этого сочинешя: Гёфег вп уио тёгаб Иез диадта тс Гасё оез чатае ехропилт- 
фи". Авторъ сравниваетъ квадратриксу съ спиралью Архимеда и съ параболой, 
зрилагаетъ ее къ опредЗлев!ю центровъ тяжести, открываетъ ея безконеч- 
чыя вЪтви и пр. Иванъ Бернулли также открылъ вЪсколько свойствъ этой кри- 
вой (См. Томъ 1, стр. 447 его сочиненй и Томъ НП, стр. 176 и 1779 его пере- 
писки съ Лейбницемъ). 

7) Къ четвертому опред$лен1ю Евклида. Проклъ говорить объ улиткообраз- 
чыхъ лишахъ еще въ комментарм къ 7-му опредЗленю и въ начал своей 
4-й квиги, гдЪ онъ опять называетъ эти лини —улиткообразными Персея. 
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онъ прибавляетъ, что Геминъ также писалъ объ улиткообразныхъ, 
ий это замВчане очень важно: оно’ доказываеть, что Персей 
жилъ раньше Гемина, о которомъ извЪфетно, что онъ существо- 
валъ около времени Гиппарха въ двухъ первыхъ стол5яхъ до 
Р. Х. Очень жаль, что сочинен1я Персея и Гемина не дошли 
до насъ; было бы интересно узнать ихъ геометрическую теорю 
улиткообразныхъ, потомучто это кривыя четвертаго порядка. из- 
слЪдоване которыхъ въ настоящее время требуетъ употребленя 
уравнен1й поверхностей и довольно трудныхъ вычисленй. 

6. Ввклидъ (285 г. до Р.Х.). Въ лицЪ Евклида, знаменитаго 
творца элементовъ геометр/и, соединяется Платонова школа, въ ко- 
торой онъ получиль свое образоваше. съ вновь возникшею Алек- 
сандруйскою школой. 

Ещедо Евклида. многе гречесые геометры писали объ элементахъ 
геометраи. Проклъ, который оставилъ намъ имена, ихъ, особенно отли- 
чаетъ сл$Здующихъ: Гиппократа Х1осскахо; Леона, сочинее кото- 
раго было полнфе и полезнзе предыдущаго; Оедля Магнезйскваго. 
замфчательнаго по тому порядку, въ которомъ онъ расположилъ 
свое сочинен1е; Гермотима Колофонскаго. который усовершенство- 
валъ открытя Евдокса и Фетеса и присоединилъь къ элементамъ 
мног1я собственныя изел$дованя. ВскорЪз послЪ этого явился Ев- 
клидъ, который, по словамъ Прокла, «собралъ элементы, при- 
велъ въ надлежанай порядокъ многое открытое Евдоксомъ, до- 
полнилъ начатое Оетесомъ и. доказалъ строго все, что до него 
было доказано еще ‘неудовлетворительно» °). 

Евклидъ ввелъ въ элементы геометр1и методъ, извЪстный подъ 
назван1емъ гефисйо а4 абзит4ит и состояпай въ доказательств®, 
что всякое предположенте, несогласное съ доказываемой теоремой, 
ведетъь къ противорЪч!ю; этотъ методъ особенно полезенъ въ та- 
кихъ изыскавяхъ, гдф входитъ понят1е о безконечности подъ ви- 
домъ несоизм$римыхъ количествъ. Архимелъ въ большинствВ сво- 
ихъ сочиненй употреблялъ этотъ способъ доказательства; Апол- 
лон1й пользовался имъ съ успЪхомъ въ 4-й книг$ о конических 
с5ченяхъ; новЪйте геометры извлекли изъ него также много поль- 


$) Прокла 2-я книга, &-я глава, въ комментаряхъ къ первой книг® Евклида. 
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зы въ тфхъ случаяхъ. гдЪ наука не въ состояни дать прямагто до- 
казательства, которое одно доводить истину до совершенной оче- 
видности и вполнЪ удовлетворяеть требованямъ нашего ума. 

Элементы Евклида состоятъ изъ 13 книгъ, къ которымъ обык- 
новенно присоединяютъ дв% книги о пяти правильныжь тфлахъ, 
приписываемыя Гипсиклу Александр!йскому, который жилъ 150 
лЪть позднфе Евклида. 

‹Можно получить ясное понят!е о всемъ сочинени, представивъ 
себ его составленнымъ изъ четырехъ частей. Первая часть со- 
стоитъ изъ 6 первыхъ книгъ; она въ свою очередь подразд$ ляется 
на три отдЪла, именно: прямые выводы свойствъ данныхъ фи- 
гуръ, заключающиеся въ книгахъ 1, 2, Зи 4; далБе теор1я отно- 
шен!й между величинами вообще въ 5 книгЪ и наконецъ приложе- 
н1я этой теор къ плоскимъ фигурамъ. Вторую часть составля- 
ютъ книги 7, 8 и 9, которымъ присвоиваетея назван1е аривмети- 
ческихз, потомучто въ нахъ говорится объ общихъ свойствахъ 
чиселъ. Третья часть состоитъ изъ одной 10 книги, въ которой 
авторъ разсматриваеть въ подробности величины несоизмфримыя. 
Наконецъ въ четвертой части, состоящей изъ 5 послЗднихъ книгъ, 
изучаются поверхности и тфла. Изъ этого обширнаго учебника 
въ наше преподаване введены только 6 первыхъ, 11-я и 12-я 
БНИГИ» 9). 

7. Элементы сдЪлали имя Евклида знаменитымъ. хотя это — 
не единственный трудъ его, заслуживающий удивленля. Велиый 
геометръ расширилъ предЪфлы науки многими другими сочиненями, 
которыя доставили бы ему не меньшую славу, еслибы дошли до насъ. 
Для насъ сохранилось только одно изъ нихъ, и именно наимен$е 
важное, изв стное подъ названтемъ д=бошеуа (данныя,Фа{а). Это есть 
продолжен!е элемевтовъ, назначавшееся для того, чтобы облегчить 
употреблен1е и приложене ихъ къ рёшен!ю вефхъ вопросовъ. вхо- 
дашщихъ въ область геометрии. Евклидъ называетъ зд$еь данным 
все то, что, на основании теоремъ, заключащихся въ элементахъ, 


3) Заимствуемъ этотъ очеркъ элементовъ Евклида изъ превосходной зам$тки 
Лакруа въ Вгодгаре ипгоегзе Це. 


% 
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неносредетвенно слФдуетъ изъ условй задачи. Напрямфръ, «если 
тровохимъ ‘изъ данной точки прямую, касательную къ данному 
кругу. то эта прямая ееть даммая по величин® п положен!ю» 
(Феорема 91 въ Вам Езвклада). 

Лревн!е и средмев$ ковые  геометры во всЪхъ геометрическихъ 
изысканяхъ ссылались на теоремы «данных». также какъ п на 
теоремы «элементовъ»; самъ Ньютонъ пользовался въ «Румейла» 
этою книгою Евклида, также какъ и «коническими оЗченмями» 
Аполлония. Но еъ того времени подобные сл$ды древности исчез- 
ли изъ сочинен!й геометровъ и теперь книга ‹данниыя» знакома 
разв только т$мъ, вто занимается исторею науки. !) 

Изъ н$которыхъ теоремъ книги «данныя» легко можно вывесть 
р8нтене уравнен!й второй степени, которое у древвихъ въ пер- 
вый разъ ветр$чаетея только у Лофанта, жившаго 600 лЪтъ нпозд- 
нЪъе Евклида. Прим$ромъ этому можетъ служить слдующая тео- 
рема: «Если двЪ прямыя, наклоненныя подъ даннымъ угломъ, за- 
ключають данную площадь и если дана ихъ сумма, то п каждая 
изъ нихъ будетъ дана (извЪстна)» !). 


№) Въ кпиг$ сданныя» Евклидъ употребляетъ одно выражене, которое дЪ- 
лаетъ непонятными его умозаключеня,”и самый смыслъ котораго трудно уяс- 
нить себЪ изъ даннаго имъ опред$лев!я. Тэкъ какъ это выражене встр$чает - 
ся также у Аполлона и Папоа и употреблялось даже въ сочиненяхъ прош 
лаго столфт!я, то считаемъ здЪсь умфстнымъ упомянуть о немъ. Евклидъ го- 
воритъ, что одна величина болфе другой на данную относительно 
содержантя (по отношев!ю къ содержан!ю), когда одна величина безъ дан- 
ной имфетъ къ другой величия данное отвошеше (содержан!е). Такъ, если с 
будетъ данная величина, а {* содержаше, то величина А будетъ боле В на 


. А— 
данную с относительно содержан!я \, когда —я = ы 


Евклидт хотфлъ, какъ видно, трехчлевное уравнен!е представить въ видЪ 
равенства двухъ членовъ. 

11) Эта теорема содержитъ въ себф рЪшене двухъ уравненй лу—а? и 
д--у=0, изъ которыхъ прямо получается уравнене второй степени 22—95 
--42—=0. РЕшеше задачи у Евклида даетъ два корня этого квадратнаго урав- 
нен1я. 

Аругая теорема (87-я) ршаетъ два уравнен!я: 27=0? и 12—1у2=02, кото- 
рыхъ корни получаются изъ уравнен!я четвертой степени, приводимаго къ 
квадратному. 
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_ Въ 13-й внигф олементовъ, имфющей предметомъ вписыване 
правильныхъ многоугольниковъ и многегранниковь въ кругъ и 
знаръ,„находимъ посль 5-й теоремы ‘сл5дующее объяснен1е ана- 
лиза и синтеза. 

«Что такое ‘анализъ и что синтезъ?» 

«Въ анализ принимаемъ требуемое за доказанное и такимъ 
нутемъ достигаемь до истинны, которую желаемъ обнаружить». 

«Въ синтез начинаемъ съ того, что уже доказано, и перехо- 
димъ въ заключен1ю, или къ познан1ю того, что нужно доказать». 

Многя слФдующйя за этимъ предложеня изслВдованы и по ана- 
литическому и по синтетическому методу. 

8. Изъ недошедшихь до насъ трудовъ Евклида должно особен- 
но сожах®ть объ утрат%: четырехъ книгъ о коническихъ сфченяхъ, 
теор!я которыхь была имъ значительно развита, потомъ четырехъ 
жнигъ о мфетахъ на поверхности !) и наконецъ трехъ книгъ о 
поризмахъ. Изъ предисловя къ 7-й книгф «Математическаго Со- 
бран!я» Наппа видно, что сочинене «поризмы» отличалось глубп- 
ною п проницательностю и употреблялось, какъ пособе, для рЗ- 
шен1я труднЪйшихъ задачъ. (СоЦесНо атисоязята тийагит. ге- 
тит, фиае зребат а4 апйузт @Пеогили, её депегайит_ ртоМЕ- 
зиит.) 38 леммъ, предложенныхъ этимъ ученымъ комментато- 
фомъ для пояснян!я «поризмъ», доказываютъ, что ‹поризмы» Вв- 
клида заключали въ себ такя свойства прямой лин и круга, 
которыя въ новфйшей геометрии доставляются теор1ею трансвер- 
<салей. 

Паппъ и Преклъ суть единственные геометры древности, упоми- 
завше о поризмахъ: но уже во времена перваго изъ нихъ зна- 
чен1е слова пороьх измЗнилось и объяснен1я какъ Паппа. такъ п 
Прокла, объ этомъ предмет такъ неясны, что для ученыхъ но- 
заго времени было трудною задачею понять, въ чемъ заключалось 
различ!е, которое древн!е установили между теоремою и пробле- 
мою съ одной стороны и третьимъ видомъ предложенй, называв- 

12) Въ Примфчанм ИН предлагаемъ ифсколько соображен!й объ этомъ Евкли- 


довомъ сочиненш, возстановлене котораго до сихъ поръ викфмъ ‘не было 
предпринято. 


12 ИСТОР1Я ГЕОМЕТРИИ 


шихся поризмами, съ другой; и въ особенности трудно было уз- 
нать, что такое были именно поризмы Евклида. 

Папиъ приводить тридцать предложен!й, относящихся къ по- 
ризмамъ, но они изложены такъ кратко и отъ ветхости рукописи 
и утраты чертежа сд$лались настолько неполными, что знамени- 
тый Галлей, который безспорно имЪлъ достаточно опытности въ 
дфлЪ древней геометрии, признается '3), что въ этихъ предложешяхъ 
онъ ничего не понимаетъ и что ни одно изъ нихъ не было еще 
возстановлено до средины поел$дняго столЗт1я, хотя лучиие гео- 
метры посвящали свои изсл$довавя этому предмету (см. Прим. Ш). 

Р. Симсону принадлежить честь разъяснен!я какъ многихъ изъ 
этихъ загадочныхъ теоремъ, такъ и той особой формы, которая 
была свойственна _ только этому роду предложен. Объяснеше 
поризмъ, предложенное этимъ геометромъ, слБдующее: «По- 
ризма есть предложене, въ которомъ высказывается, что н%ко- 
торыл геометрическя величины могутъ быть опредф$лены и дЪй- 
ствительно опредзляются, если даны ихъ соотношен1я съ величи- 
нами постоянными и извЪстными, а также съ такими величинами, 
которыя могутъ быть изм$няемы до безконечности; эти послЪдн!я 
величины связываются сверхъ того однимъ или несколькими усло- 
в1ями, опред$ляющими законъ ихъ изм$няемости». НапримЪръ, если 
даны двф неподвижныя оси, на которыя изъ каждой точки н%ко- 
торой прямой опускаются перпендикуляры р и 0, то всегда можно 
найти такую величину (длину) а и такое отношеше а, чтобы меж- 
ду двумя перпендикулярами существовало постоянное соотношен!е 
“а. (По способу древнихъ это предложене будетъ выражено 


4 
такъ: первый перпендикуляръ будетъ боле втораго на величину 


данную относительно содержания). 

ЭдЪеь данныя постоянныя величины—двЪ оси; измфняемыя ве- 
личины—перпендикуляры ри 4; законъ, которому подчиняются 
перем$нныя величины— услов!е, что точка, изъ которой опуска- 


13) Замфтка Галлея къ тексту -Паппа о поризмахъ, повторенная вм$ст$ съ 
предисловемъ къ 7-й квигЪ Математическаго Собрав!я въ ваталЪ сочинения о 
«Че зесйопе гайоп15» Аполловя, Ш 4-10, 1706. 


ПЕРВАЯ ЭПОХА 13 


ются эти перпендикуляры, берется всегда на данной прямой; на- 
конецъ искомыя суть длина а и содержане а, помощтю которыхъ . 
между постоянными и изм$няющимися величинами устанавливает- 
ся предписанное соотношеше. 

Изъ этого примфра видно, въ чемъ заключается сущность по- 
ризмъ, какъ понялъ ее Р. Симсомъ, воззрзне котораго вообще 
признается справедливымъ. Впрочемъ слфдуетъ замЪтить, что 
не всз геометры считаютъ это воззрёше Симсона истин - 
нымъ выраженемъ идеи Евклида. Хотя мы, лично, и разд$ляемъ 
мнфн1е знаменитаго глазговскаго профессора, однако должны ска- 
зать, что въ его сочинени 'мы не нашли полнаго разр5шеня ве- 
ликой загадки поризмъ. Это задача въ дЪйствительности весьма 
сложная и для всфхъ частей ея желательно имфть рфшешя, ко- 
терыхь мы напрасно искали бы въ труд Симсона. Остается еще 
разрфшить сл6дующе вопросы. 

1) Какова была форма выражен!я поризмъ? 

2) Каковы были предложен!я, заключавнияся ‘вообще въ этомъ 
сочинени Евклида и въ особенности т$ изъ нихъ, относительно 
которыхъ Папиъ оставвлъ намъ весьма неполныя указан!я? 

3) Какя намфреня и философсвя соображен1я заставили Ев- 
ЛИДА ИЗЛОЖИТЬ ЭТО сочинене въ такой необыкновенной форм? 

4) Почему это сочинен1е заслуживало того особеннаго предпо- 
Чтен1я, которое даеть ему Паипъ передъ вс$ми другими трудами 
древнихъ? Въ одномъ только способ выражен!я теоремы конечно 
не заключается еще ни заслуги, ни пользы. 

5) Каке въ наше время методы и операщи, хотя и въ иной 
формЪ, ближе всего подходятъ къ поризшмамъ Евклида и что за- 
м$Знило ихъ въ р%8ёшен!и задачъ? Нельзя же предположить, чтобы 
такое прекрасное и плодотворное учене ‘могло безъ слФда исчезнуть 
ВЪ НауЕЪ. 

6) Наконецъ было бы пеобходимо дать удовлетворительное разъ- 
яенен1е отдВльныхъ м%еть у Паипа объ этихъ поризмахъ, —напри- 
мфръ того м5ста, гдЪ онъ говорить, что новые` геометры измфни- 
ли значен1е слова поризма, потомучто сами собою не могли все- 
го найти, или, такъ сказать, поризмировать. Еслибы поризмы‘ от- 
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лачалиевь только: способомъ. выражетая: как это, кажется, должно: 
заключить изъ веззрВния ВР. Сямсона, то. во всякое время. было: бм: 
легко поризмироватв вс предложен, способный! къ этому: и мы’ 
не видимъ, въ чемъ могли заключаться‘ трудноетя, принудивиия 
новыхъ гвеметровъ измФнить звачевне слова. 

Пока; мыгограничимея сказаннымъ здЪсв. о поризмахъ; но Тавъ: 
какъ этоть, предметъ имфетъ, кажется, особенное; значене по .от= 
ношеню во важнЪйшимъ теорямъ современной гееметри, то мыг 
помфщаемъ въ ПримЪчан ЛИ ироходжене этого параграфа. и: 
предлагаемъ тамъ н$еколько новымъ соображен!й объ этомъ важ- 
номъ вопросф. 

9. Векор$ поел Евклида являются два челов$ка, одаренные 
необыкновенною умественною. сплею.-—Архимедь: и Аноллон!й; ими 
обозначаетея самая блиетательная эпоха; древней геометри. Мночн 
гочисленныя открытая пхъ во вс$хъ отдфлахъ математическаго 
знан1я положили основанйе многимъ изъ самыхъ важныхъ совре- 
менныхъ теорай, 

Архимедъ (287-212 до Р. Х.\.  Квадраттра параболы, выведен-. 
ная Архимедомъ. двумя различными снособами, была первымъ при*- 
мвромъ  точнато опредЖаен!я плошади, заключающейся между 
прямою и кривою лишей. 

Ве$мъ хорошо известно, что’ Архимеду принадлежать слфдую- 
ппя открытя: изслВдован1е спиралей, отношен1я ихъ пловтади къ 
площади круга» способъ проводить къ нимъ каеательныя; опред%- 
ленте центра тяжести параболическаго сектора; выражене. объема 
отрёзковъ сфероида, параболическаго и гиперболическаго конои- 
довъ 1); соотношёен1е между шаремъ и описаннымъ цилиндром; 
отношен!е окружности къ д1аметру и. мног1я другя. Эти открыта 
навсегда останутся удивительными но. новизнЪ и трудности, кото-. 
рыя они представляли въ свое время, и потому, что въ нихъ ле» 
жать зачатки большей части. дальнййихь открытй, . преимуще- 
ственно въ тВхъ отдфлахъ геометрш, которые касаются изи$ре-- 
_ 1) Архимедъ называет `6'эе'роидаии` т%ла, происходящий от% собрав 
ня эллипса около бельной или малой оси; а коноида ми—тзла, образуе- 
мый вращевнемъ около оси параболы и гиперболы. 
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я кривыхъ лин и поверхностей и требуютъ раземотрфня без- 
конечныхь величинъ. | 
Изыскане отношеня ойфужности Къ дЛаметру было нервымъ 
примфромъ рф шен1я задачи по приближению; этотъ епособъ рЪ- 
шеня съ уснфхомъ и пользою прилагаетея. весьма часто’ какъ въ 
алгебраичевкихъ, вычисленяхъ. такъ и въ геометрическихъ постров- 
Н1ЯХЪ. | 

10. `Способъ, который Архимедъ употреблялъь для локазатель- 
ства вефхь этихъ новыхъ и трудныхъ истинъ, по сущноети: своей 
былъ 706065 истощеня (тешфо4е Фесйаизйоп). Онъ соетоялъ въ. 
томъ, что искомая величина, напр. кривая лин1я, разсматривалась 
какъ предфль, къ которому приближаются вписанные и онисанные 
многоугольники по мфр$ постепеннаго удвоен1я сторонъ, такъ что 
разыесть ‚старовится мекфе. всявой. данной. величины. При. этомъ мы 
какъ бы истошаемь разность, откуда, взята и.названае. слособа, исто- 
щеная. Такое постепенное приближене многоурольника къ. кривой 
доставляетъ намъ о ней все боле и болЪфе ясное представлене 
и, при помощи закона непрерывности, мы открываемъ ея искомое 
свойство. Въ заключеше, прилагая методъ гейисйо ва. дёзитит, 
мы доказываемъ строго справедливость найденнаго результата. 

Часто говорятъ, что древне разсматривали кривыя лини, какъ 
многоугольники съ безконечно большимъ числомъ сторонъ. Но такого 
положеня мы нигл$ не встр$чаемъ въ ихъ сочинен1яхъ и оно было’ 
бы въ совершенномъ противор$ч1и съ строгостю ихъ доказа- 
тельетвъ: оно введено новфйшими математиками п, благодаря бму, 
‚ значительно унростились доказательства древнихъ. Эта счастливая 
мыель составляетъ уже нереходъ отъ метода пстощеня къ иечис- 
леню безконечныхъ. 

Утверждаютъ также, что методы Архимеда запутаны и мало по- 
нятны, основываясь въ этомъ случаВ на показанш Бульо (ВошНаиа) 
довольно. искуснаго геометра ХУП столЪмя, который. го- 
ворить, что онъ не могъ хорошенько понять доказательетвъ 
вЪ книг Архимеда о спираляхъ. Но это мифе противоположно. 
мнфню самихъ древнихъ, которые, благодаря удивительному поряд- 
ку и ясности, введеннымъ Евклихомъ въ геометр!ю, должны были 
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быть самыми вЪрными судьями въ этомъ дфлБ; подобный приго- 
воръ опровергается также и мн%Ън!ями новыхъ геометровъ: доста- 
точно указать на суждешя Галилея`и Маклорена, которые доста- 
точно изучали твореня Архимеда. «ДЪйствительно думають, го- 
ворить Маклоренъ, что для доказательства главныхъ. предложе- 
Шй нужно бываетъ много приготовительныхъ теоремъ, отчего ме- 
тодъ его (Архимеда) кажется тяжелымъ. Но число переходныхъ 
предложенай не составляетъ еще важнаго недостатка: лишь бы мы 
были уб®ждены, что эти переходы необходимы для полнаго и связ- 
наго доказательства». (А {“еайзе ор Питтоптз. Введеше.) 

Пеираръ (ЕР. Реугаг@), который изъ `всЪхъ ученыхъ нашего вре- 
мени изучиль наибол%е основательнымъ образомъ и во ве№хъ под- 
робностяхъ творешя четырехъ великихъ геометровъ древности: Евк- 
лида, Архимеда, Аполлоня п Паппа, который перевелъ и объяс- 
нилъ ихъ, говорить прямо: «Архимедъ въ дЪйствительности тру- 
денъ только для тЪхЪ, кто не освоился съ методами древнихъ; для 
ТЪхъЪ же, кто изучалъ эти методы, онъ напротивъ ясенъ и легко пони- 
мается» 15). 

11. Аполлон (около 247 доР. Х.). Аполлон!й написалъ сочи- 
нен!е въ 8 книгахъ о коническихъ оЗченяхъ. Въ первыхъ четы- 
рехъ книгахъ содержалось, мЪстами въ болфе развитой и обобщен- 
ной форм, все то, что было прежде написано объ этомъ предметЪ 
и что въ то время называлось элементами конических съчензи; 
четыре нослЪдн1я книги заключали въ себф собственныя открытия 
этого великато геометра. 

Аноллон!й первый разематривалъ коническая сфченя на косомъ 
конус$ съ круглымъ основашемъ: до него для этой цфли употреб- 
ляли всегда прямой конусъ вращен1я и притомъ всегда брали - 
сФкушую пдрскость перпендикулярную къ образующей; вел$детве 
этого было необходимо для получешя трехъ родовъ коническихъ 
сЗчен!й разсматривать три конуса съ различными углами при вер- 
шин$. Поэтому и самыя кривыя носили назван!я сьчен остро- 
уюльнаго, тупоугольнаю и прамоуюльнияо конуса; назвая эллипсь, 


15) Предислове къ переводу сочиненй Архимеда. 
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зирпебола и парабола даны имъ въ первый разъ въ сочинения 
Аноллон1я '5). 

Почти весь этоть ученый ‘трудъ основывается на одномъ свой-- 
ств коническихъ с$ченй, вытекающемъ непосредственно изъ 
евойствъ того конуса, на которомъ образуютея эти кривыя. Въ 
новфйшихъ сочиненяхъ это свойство большею част!ю вовсе не 
указывается, но оно заслуживаетъ большаго вниманя, и мы здЪеь 
упомянемъ о немъ, такъ вакь оно есть ключъ ко всему уче- 
н1ю древнихъ и совершенно необходимо для пониманя ихъ со- 
чинен!й. | 

Вообразимъ себЪ косой конусъ съ круглымъ основанйемъ; про- 
ведемъ прямую лин!ю отъ вершины въ центръ основан!я; эта пря- 
мая называется осью конуса. Плоскость, проведенная черезъ ось 
перпендикулярно къ основан!ю, пересЗкаетъь конусъ по двумъ 
образующимъ. а кругъ основания по дламетру; треугольникъ, нм%ю- 
ш1й сторонами д1аметръ основан1я и двЪ вышесказанныя образую 
ия, называется осевым треуюльникомз. Для образованя кониче- 
скихъ с$чен1й Аполлон!й беретъ плоскости, перпендикулярныя къ 
плоскости осеваго треугольника. Точки, въ которыхъ сЁкущая пло- 
скость встр$чаетъ.боковыя стороны треугольника, суть вершины 
кривой, а прямая, соединяющая эти точки, —0аметрз. Аполло- 
н!й называетъ этоть дю®метръ [5 гапзоегзит. Возставимъ въ 
одной изъ вершинъ кривой перпендикуляръ къ плоскости осеваго 
треугольника: на этомл» перпендикулярв можно опредфлить такую 
точку (найти такую длину перпендикуляра), что если соединимъ 
ее съ другою. вершиною и возставимъ изъ какой-нибудь точки 
дламетра кривой перпендикулярную ординату, то квадратъ этой 
ординаты, считаемой отъ д1аметра до кривой, будеть равенъ пря- 
‚моугольнику, составленному изъ отрФзка ординаты между д1аме- 
тромъ и упомянутой прямой и изъ той части даметра, ‘которая 
заключается между первою вершиною и основашемъ ординаты. 


16) Впрочемъ два слова, парабола и эллипсъ, извЪстны уже были Архиме- 
ду. Первое встр$чается въ заглави одного изъ егэ сочиненй (о квадратур® 
параболы), но ни разу нё употребляется въ самомъ текстЪ, второе употреб- 


лено въ первый разъ въ 9 предложени книги о коноидахъ и сФероидахъ. ` 
Вып. П. Отд. И. 9 


18 ИСТОРТЯ ГЕОМЕТРТИ 


Въ этомъ и состойтъ первоначальное и характеристическое свой- 
ство коническихь сЪфченй, открытое Аполлотемъ, изъ котораго 
`онъ чрезвычайно искусными путями и преобразован1ями вывель 
почти вс друг1я свойства. Оно имЪло, какъ мы видимъ. въ его 
рукахъ почти то же значене, какъ уравнен!е второй степени съ 
лвумя перемфнными въ систем% аналитической геометруи Декарта. 

Изъ сказаннаго видно, что ламетръ и перпендикуляръ данной 
длины. возстановленный въ вонц® его, достаточны для построе- 
н1я кривой. На этихъ двухъ элементахъ древне и основывали 
свою творю коническихъ сЪчешй. Перпендикуляръ, о которомъ 
здЪеь идетъ рЪчь, назывался [45 етефит: ученые новаго вре- 
мени долгое время употребляли изм ненное назван1е и; гебит, 
пока наконецъ оно пе замфиилось словомъ параметрз, которое 
удержалось до сихъ поръ. Для опредФленя длины (5 гесфит 
Аполлон! и послЗдующие за нимъ геометры предлагали различ- 
ныя построешя на самомъ конусЪ, но, кажется, ни одно изъ нихъ 
не можетъ сравниться съ простымъ и красивымъ построетемъ 
Якова Бернулли. Онъ говоритъ: «Проведемъ плоскость параллель- 
ную основан!ю конуса на такомъ же разстояни отъ вершины, на 
какомъ находится отъ нея плоскость разсматриваемаго коническа- 
го сфчен1я; эта плоскость пересЪчетъ конусь по кругу, маметръ 
котораго и будетъ [из гесшит воническаго сфченя»› ). 

Отсюда выводится безъ труда способъ помЪщать данное кони- 
ческое сЪчене ва данномъ копус». 

12. Въ сочинена Аполлоная изелВдованы самыя зам Зчательныя 
свойства коническихъ сЪченй. Укажемъ здесь на слЪдующя: 
свойства асимптотъ, занимающля большую часть второй книги; 
постоянное отношене произведенй отр3зковъ, получаемыхь отъ 
перес$чен1я коническаго сЪчен1я двумя прямыми параллельными 
двумъ главнымъ осямъ и проходящими чрезъ одну и ту же тозву 
(теоремы 16—23 въ 3-й ‘книгЪ); главныя свойства фокусовъ эллин- 
са и гиперболы, которые называются у Аполлоня точкамп прило- 


17) М№офит Феогета рто Фосичта зесНопит сотеатит (Аба Ети4. апп. 
1689, стр. 586). 
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экеня ‘въ той же книг теоремы 45—52) '!*); дв прекрасныя 
теоремы о сопряженныхе д!аметрахъ (7-я книга, теоремы 12 и 
22, 30 и 31). 

Мы должны еще указать на слЗдующую теорему, которая по- 
лучила особенную важность въ новой геометри, потомучто она 
послужила- основвымъ положенемъ теори взаимныхъ поляръ и 
изъ нея же Де-Лагиръ извлекъ основан1е для своей теори кони- 
ческихъ сЗченй «Если черезъ точку перее В чен!я двухъ касатель- 
ныхъ коническато сфченя проведемъ сфкущую, встр®чающук ся 
съ кривою въ двухъ точкахъ, и съ линНею, соединяющею точки 
прикосновен1я, въ третьей точкВ, то эта третья точка съ точкой 
перес$чен!я касательныхь будутъ соотв$тетвенныя гармоническия 
относительно первыхъ двухъ точекъ» (кн. 3, теор. 37). 

Первыя 23 предложен1я 4-й книги относятся къ гармонйческо- 
му дЬлен!ю прямой, проведенной въ плоскости коничеекаго с№че- 
н1я, И по большей части суть частные случаи вышеприведенной 
теоремы. Въ слфдующихъ за т%мъ предложеняхъ Аполлон! раз- 
сматриваетъ систему двухъ коническихъ сфчен!й и доказываетъ, 
что они могуть пересЗкаться не боле. какъ въ 4 точкахъ. Онъ 
изслфлуетъ, что должно происходить, когда коничесмя сЪченя 
касаются другъ друга въ одной или двухъ точкахъ, и разсматри“ 
ваетъ различныя друПя относительныя положеня ихъ между собою. 

Пятая квига есть самый драгоцзнный памятникъ Аполлон1ева 
генмя. ЗлЪсь въ первый разъ ветр$чаемъ мы изелЪдован1я о наи - 
большить и наименьшить. ЗдЪеь опять находимъ мы все, чему 
научаютъ насъ объ этомъ предмет$ современные аналитическле спо- 
собы, и вмФстВ съ т$мъ усматриваемъ первые сл$ды прекрасной 
теор!и развертюкё. Аполлон! доказываетъ именно, что по каждую 
сторону оси коническаго сЗчен!я находится послфдовательность то- 
чекъ, изъ которыхъ можно къ противолежащей частя кривой про- 
ве‹та только одну нормаль; онъ даетъь построене этихъ точекъ и 
замфчаетъ, что непрерывнымъ рядомъ ихъ отдвляются другь отъ 
друга два пространства, имЗющ1я то зам чательное различе. что 


13) См. Прим$ч. ПУ. 
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изъ точекъ одного можно провести къ противолежащей дуг$ кри- 
вой двЪ% нормали, а изъ точекъ другаго--ни одной. Въ этомъ мы 
узнаемъ полное опред$лене центровё кривизны и развертки 
коническаго сЗченя. Точки коническаго сфчешя, чрезъ которыя 
проходятъ вормали, проводимыя изъ данной точки, Аполлонй 
строитъ при помощи гиперболы, опред$ляя при этомъ ‘ея элемен- 
ты. ВеЪ эти изыекаюя отличаются удивительною проницательно- 
стю Велиюй трудъ Аполлон1я пр1обрЪль ему, ло свидтельству 
Гемина, прозванйе геометра по преимуществу (хат =боуту). 

До насъ дошли только семь первыхъ книгъ этого сочиненйя: 
первыя четыре на язык подлинника, а остальныя три въ араб- 
скомъ переводф. Галлей слфлалъ опытъ возстановлен1я восьмой 
книги въ превосходномъ и единственномъ полномъ издан!и кони- 
цескижь съчеми Аполлоня 1). 

13. Аполлов!Й оставилъ посл себя еще многя другя сочине- 
н1я, относяпияся по большей части къ геометрическому анализу: 
изъ нихъ мы имФемъ только одно 4е 5есйопе гайоти5: осталЕ- 
ныя же подъ заглавями 4е зесйопе зрайг. 4е зесвопе Чыегтатиа, 
4е Фасйотбиз, 4е тсйпайотбиз, и @е (0615 рапл5 возстановлены 
по указаямъ Паппа различными геометрами двухъ послзднихъ 
столЬй. 

Аполлон1ю принадлежить наконець честь примФнен1я геометр!и 
къ астроном; ему приписываютъ теор1ю эпицикловъ, помошию 
которыхъ объясняются явлемя стоямя и возвратнаго движен!я 
планетъ. Птоломей приводить имя Аполлошя по поводу этого 
предмета въ своемъ Альмагест®. 

14. Между современниками Архимеда и Аполлов1я слЗдуетъ отли- 
чить Эратосеена, родивиагося въ 276 году до Р.Х. (11 лЪть по- 


19) АроНотё Регдаеё соёсотит [6тё осо; т Тойо, Охошае, 1710. Пеираръ, 
въ предисловахъ къ переводу Архимеда и къ переводу Евклида на три язы- 
ка, объщалъ Французскй переводъ коническихъ сфчен!й Аполлоя1я. Но смерть 
застигла этого трудолюбиваго дФятеля науки, Когда первые листы уже были ` 
отпечатавы. Было бы очень жаль, еслибы плоды его труда были потеряны 
для Франщи. Средства, назвачаемыя для поощрен]я наукъ, ве могли бы найти 
лучшаго употребленя, какъ издан!е этого сочинений. 
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сл Архимеда и 31 годъ прежде Аполлон!я). Этотъь философъ, 
глубоко свфдущй во веЪхъ отрасляхъ знан!я, быль директоромъ 
александр!йской библлотеки при третьемъ Птоломеф и долженъ 
быть поставленъ ва ряду съ тремя знаменитыми геометрами древ- 
ности — Аристеемъ, Евклидомъи Аполлон1емъ. Паппъ упоминаетъ 
объ его сочинен!и въ двухъ книгахъ, которое относилось къ гео- 
метрическому анализу, но которое для насъ утрачено. Оно носило 
назване 4е [0615 а4 тефейиез; кавя это были геометричесвя м%- 
ста—неизвЪстно. Эратосеенъ изобрЪ ть снарядъ для построен1я 
двухъ среднихъ пропорщональныхъ, который называлея Мезоёа- 
бит и который онъ самъ описываетъ въ письмВ къ царю Птоло- 
мею, причемъ онъ разсказываетъ также истор1ю задачи объ удвоеши 
куба. Это письмо передано намъ Евтощемъ въ его комментар!и 
на книгу Архимеда о шарЪ и цилиндрЪ. Паппъ въ «Математиче- 
скомъ Собран!и» даетъ также построеше Эратосеенова мезолябя. 

15. Труды Архимеда и Аполлон1я обозначаютъ собою самую 
блистательную эпоху древней науки. ВпослЁ дств!и труды эти по- 
служили началомъ и основан1емъ для двухъ общихъ вопросовъ, 
занимавшихЪ собою геометровъ веЗхъ эпохъ, —вопросовъ, къ кото- 
рымъ примыкаютъ почти всЪ ихъ сочиненя, распадаюнияея та- 
кимъ образомъ на два класса и какъ бы раздБляюш!я между со- 
бою всю область геометрии. 

Первый изъ этихъ важныхъ вопросовъ есть квадратура криво- 
линейныхъ фигуръ; онъ былъ поводомъ къ изобрзтен!ю исчиеле- 
н1я безконечныхъ, открытаго и: мало по малу разработаннаго Кеп- 
леромъ, Кавальери, Ферматомъ, Лейбницемъ и Ньютономъ. 

Второй вопросъ есть тебрля коническихъ сЗченй, вызвавшая 
прежде всего геометрическлй анализъ древнихъ, а зат$мъ способы 
перспективы и траневерсалей. Этотъ второй вопрось самъ быль 
предшественникомъ общей теори кривыхъ лин! всфхъ порядковъ 
и Той обширной части геометрии, въ которой при изыекавя 
свойствъ протяжен!я принимается въ соображенте только видъ и 
положене фигуръ и въ которой мы пользуемся только перес$че- 
н1емъ лин!й и поверхностей и отношен1ями между прямолинейными 
разстоянями (координатами). 
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Эти два обширные отдфла геометрии, изъ которыхъ каждый 
иметь свой особый характеръ, : можно обозначить названями: 
‹ ометрия мюры и зеометрая вида и положетя, или назваюями 
геометрия Архимеда и геометри Аполлоня. 

Впрочемъ на таве же два отдЪла распадаются и вс математи- 
ческя науки, ииЗюния, по выражен1ю Декарта, предиетомъ изы- 
скан1я о порядкт (расположени) и о мюрю *). Еще Аристотель 
(383—322 до Р. Х.) высказалъ ту же мысль въ сл$дующихъ сло- 
вахъ: вчЪмъ же другимъ занимаются математики, если не поряд- 
комъ и отношенемъ?» %). 

Такое опредЪлене математическихь наукъ и выраженное въ 
немъ раздЪфлен!е ихъ на два обширные отдЗла прим$нимо въ 0с0- 
бенности къ геометрия. Удивительно. что даже въ лучщихъ сочи- 
нешяхъ по геометри эта наука опредЪляется какъ имфющая 
предметомъ измюреше пространства. Подобное опредБлене оче- 
видно неполно и даеть ложное понят!е о цфли и предмет$ геоме- 
три. Это замЗчан!е заслуживаетъ внимая и мы возвратимся къ 
нему въ ПримБчан!и \. 

16. Въ продолжен!е трехъ или четырехъ вЪковъ посл Архиме- 
да и Аполлон1я мног1е геометры, хотя и не могли сравняться съ 
этими великими людьми, однако заслужили себЪ почетное имя въ 
истор!и науки и продолжали обогащать геометрю полезными откры- 
т1ями и теор1ями. Въ слЗдующихъ зат$мъ двухъ или трехъ стол 1яхъ 
жили комментаторы, нередавипе намъ творен1я и имена геометровъ 
древняго м!ра; затЪмъ, наконецъ, до самаго возрожденя наукъ въ 
Европ, наступаетъ время нев$дЪ$н1я, въ течен1е котораго геомет- 
рая въ дремлющемъ состояни храниласьу Арабовъ и Переовъ. 

Мы упомянемъ вкратцЪ только о важнфйшихъ сочинен1яхъ зна- 
менитфйшихъ писателей этого пер!ода, обнимаюшаго около 1700 лЪтъ. 


29) «Вс соотношенм, которыя могутъ существовать между однородными 
предметами, приводятся въ двумъ: порадку и мфр$.» (А69[ез роиг {а @тесйот 
4е ГезртИ; очотаде розфите 4е Пезсал4ез, 14-е правило). Еще прежде этого 
Декартъ сказалъ: «ВсЪ науки, имЗюцИя предметомъ язслдованя порадка и 
м$ры, относятся къ математикВ» (114. #е правило). 

21) Третья лава 11-й книги Метафизики Аристотеля 
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При этомъ должно замфтить, что время, въ которому мы те- 
перь переходимъ, есть время самыхъ значительныхъ уснЪховъ: 
® астрономии. Труды веЪхъ геометровъ, о которыхъ мы будемъ го- 
ворить, за исключенемъ Никомеда, относились главнымъ образомъ 
КЪ ЭТОЙ НаукВ и ей преимущественно обязаны своею извЪетностью. 

Такое изм$нене въ направленш науки было необходимымъ сл$д- 
ствемъ великихъ открыт Архимеда и Аполлон1я, которыя тре- 
бовали нфеколькихъ столЪт! изучен1я и размышлевя, прежде не- 
жели можно было идти далЪфе въ изучен!и предметовъ, изслдован- 
ныхъ этими генальными людьми. 

ЦРиБАВЛЕНЕ. Геронъ Александрйскай, ученикъ знаменитаго 
механика Ктезибя, прославившийся своимъ сочиненшемъ о пневма- 
тик и различными изобрЪтенями по ъеханикЪ, о которыхъ гово- 
рится въ восьмой книгв «Математическаго Собраня» Паппа, отли- 
чался также въ геометрии. Евтоц сохранилъ для насъ его рёше- 
не задачи о двухъ среднихъ пропорщюнальныхъ и заиметвоваль 
изъ его сочиненЯ пер шетрихбу ариеметическое правило для извле- 
ченя корней квадратныхъ изъ чиселъ. 

Прокяъ упоминаетъ объ немъ какъ объ автор новыхъ доказа- 
тельствъ для различныхъ элементарныхъ теоремъ, при чемъ онъ 
допускалъ только три акоомы Евклида *). Григор Назанзинъ 
(328—389 г.) ставитъ его въ число великихъ геометровъ древно- 
сти. (Огайо 10). 

Сочиненя Герона были многочисленны, но большая часть изъ 
нихъ или не дошла до насъ, или оставалась неиздана. Изъ сочине- 
в, относящихея собственно къ геометрии, издано и переведено только 
два. Однимъ изъ нихъ, п которомъ историки математическихъ паукъ, 
не знаю почему, ничего не говорятъ, мы обязаны Даеиподю. Загла- 
не его было: Мотенсюиита оосабшогит деотейчсогит. **) Это 


* Соттещатиз т ВисПает, ШБег ЗегИи$. 

**) Кис ЕШетешогит ег рттиз. Цет @еготёз Аесапётии фосифша 
диаедат Сеотейчае слмеа питдиат е@йа, дгаесе её Цате, рег Соптадит 
Пазурофит. АгоепИпае, 1571, п-—8. — Огайо С. Вазуроай ае ПазсеИриим та- 
Пета сз. Е]изает Неготз А!етапдтт Мотепейиитгае хосабщ отит деоте!г1- 
согит {ап ао Ез4ет Гелбсов тафетайсит, ех Фет соЦебит вл: 
(из зстёрИз. Атвеп\., 1579, ш—8. 
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рядъ опредБленй различныхъ предметовъ, относящихся къ геомет- 
ри. Опредфленя эти сопровождаются комментарами и весьма ясны- , 
ми дополненями. *) 

Въ прелислови Дасиподй говоритъ, что у него ееть много дру- 
гихъ сочиненй Герона. которыя онъ нредполагаетъ издать. Одно 
изъ нихъ, называющееся А'охтриха, есть другое сочиненле Герона 
по геометрии, дошедшее до насъ, благодаря ученому Болонекому про- 
фессору Вентури, который перевелъ его но итальянеки подъ за- 
главемъ Й Тгадиатао (уровень). соотв$тетвующимъ заглавию 
греческаго текста: пер’ боптрас и помфстилъ въ примфчашяхь къ 
истори и теор1и оптики **). Сочинен!е это есть трактатъ о’ геодезии, 
въ которомъ грахически на поверхности земли рёшаетея множество 
вопрововъ практической геометри при помощи инструмента, назы- 
вавшагося у древнихъ дюптромё. = 

Сочинеше это достойно имени Герона; это—драгоцфнный памят- 
никЪ греческой геометрии и долженъ занимать мЪето на ряду съ 
сочиненями Евклида, Архимеда и Аполлоня. Это сочинеше попол- 
няетъ пробЪль между другими, дошедшими до насъ, творешями 
древности. Древше всегда отличали практическую геометрию, подъ 
назвашемъ 2е0дези, отъ геометрии въ собетвенномъ смыслЪ и 
писали объ этой геодезии оеобо***); по этой отраели геометрии мы не 
имфемъ никакихъ сочиненй А ександрйской школы. 


*) Фабрищи (ВТ. дгаеса, НЬ. 3, сар. 24) и Геильброннеръ (А2:5+. Майе- 
зе05, р. 398) приписываютъ это сочинеше Герону младшему, жившему въ 
Константинопол$ въ УП в$к$ нашего л$тосчзислевя. Но Бернардивъ Бальди, 
также какъ Дасиподй, помфстилъ его въ число сочинен!й Герона старшаго. 
(См. Сготса 4е’ тщметайсь, р. 35). 

**) СоттещатЕ зорга {а з1074а е [е (еотде де? оса. Во|оста, 1814, ш- 40. 

Это сочинене состоитъ изъ слфдующихъ четырехъ частей: 1. Сопз4ета- 
зо зорта зате рати де оса ртеззо 4 апёсм. 3. Етопе Й тессамсо а 
\гасиаг4о {“адоНо аа! дтесо е4 сЦизта4о соп пе; 3. РыГ стае 4едй мот ева 
4е` рагедй; Аррепасе йшотпо щмРо са 4: Тооттьо. 

***) 5: ешт т пос @]еге зоит @еотета а @еодаеза, дио@ йаес дш- 
4ет вотит езё диае зепптиз, Ца оего поп зепзфИйит езё (Аристотель, 9-я 
кн. Метафизики, гл. 11-я). 
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ИзвЪетно впрочемъ сочинене по геодезт Герона младшаго, жив- 
шаго черезъ восемьсотъ лЪтъ посл Герона старшаго. Но это сочи- 
неше, заключающее въ себЪ только самыя простыя дЪйствя, и 
безъ доказательствъ, недостойно стоять на ряду съ геометрическими 
твореннями Грековъ. Самое важное предложеше, встр®чающееся въ 
немъ., есть выражешеплощади треугольника посредетвомъ трехъ 
сторонъ его. Но ово находится также въ сочинени Герона стар- 
шаго и доказано тамъ весьма изящнымъ геометрическимъ построе- 
немъ. Отсюда, вЗроятно, заимствовалъ его и Геронъ младций, ко- 
торый часто сеылается на сочинешя своого одноФамильца и на 
сочиненя Архимеда; притомъ въ чиеловомь приложени Формулы 
онъ беретъ дая сторонъ треугольника тфже числа 13, 14 и 15, 
которыя находятся у Герона старшаго. 

Эти же три числа и Формуза вотр$чаются также въ геометрии 
Индъйцевъ и Арабовъ и даже у Римлянъ, какъ мы увидимъ это, 
когда будемъ говорить о сочиненяхъ Брамегучты. (Прим. ХП). 

Такъ какъ сочинене о геодези Герона старшаго еще очень мало 
извфетно, то мы предлагаемъ здЪсь большую часть задачъ, которыя 
разрьшены тамъ помощю инструмента, называемаго доптром5. 

. Примфры эти показываютъ, что называлось У Грековъ геодезею, 
или практическою геометр!ей; они заставляютъ сожалЪть, что до 
сихъ поръ еще не изданъ оригинальный текстъ сочиненя Герона 
и друге переводы, подобные переводу Вентури *). 


*) Вентури указываетъ три библютеки, обладаюция сочиненемъ Герона: 
въ Париж, Страсбург и Ви; въ послЪдней экземпляръ ве полонъ; 
онъ только одинъ упоминается библ ограхами и считается, по маЪнно Лам- 
бещя, за трактатъ о Д1оптрик* (См. Фабрищуса В201. дгаеса, В. 3, сар. 
24. Геильброннера Д25ё. Мо!. р. 989). | 

Вентури переводилъ съ коши экземпляра парижской библотеки, которая 
была сравнена съ Страсбургскимъ экземоляромъ. Эготъ посл да!й экземпляръ 
принадлежалъ по всей вЪфроятвости Дасиподино. Куда дфвались друг1я, принад- 
лежавш!я этому геометру, сочинев!:я Герова? 

Конрадъ Геснеръ говоритъ въ Вё0Йо;еса илизетгзайз (50е си {одиз отит 
зстарогит ЮюсйрГейзяти; т биз Итдшз 4айта дтаеса её пефгака), Тихий 
1545, 01, что извфствый О:ехо Нагаг4о де Мепдоха, которому Европа обязана 
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1. Измврить разность высоть двухъ тоЧекъ, невидимых одна 
изъ другой. 2. Провести прямую между двумя точками, невидными 
одна изъ другой. 3. Найти разстояне мЪФета, гдф находишься, отъ 
другой недоступной точки. 4. Измфрить ширину рЪки, которой нельзя 
переплыть 5. Изм5рить разстоян!е между двумя отдаленными точ- 
ками. 6. Провести изъ данной точки перпендикуляръ на прямую, 
къ которой нельзя приблизиться. 7. Изибрить высоту недоступной 
точки. 8. Измврить разность высотъ двухъ ведостунныхъ точекъ. 
9. Измврить глубину ямы. 10. Сквозь гору провести прямую, с0- 
единяющую дв точки, данныя съ различныхъ сторонъ горы 11. 
Выкопать въ гор колодезь, чтобы онъ оканчивалея въ данномъ 
подземномъ углублени. 19. Начертить контуръ р%ки. 13. Придать 
насыпи Форму даннаго схерическаго сегмента. 14. Сообщить насыпи 
опредЪленный навлонъ. 15 ИзмЪрить поле, ве входя въ него. 16. 
Раздьлить его на данное число частей посредетвомъ прямыхъ вы- 
ходящихъ изъ одной точки. 17. РаздЪлить треугольникъ и трапе- 
цю въ данномъ отношении. 

17. Никомедъ (около 150 г. до Р. Х.). Сочинешя Никомеда 
до насъ не дошли и мы знаемъ этого геометра только вакъ изобр*- 
тателя конхоиды, которую онъ весьма остроумнымъ образомъ при- 
лагалъ къ ршен!ю задачъ о двухъ среднихъ пропорщюнальныхь 

и о дзлени угла на три части. 

Конхоида, замЗчательная уже тзмъ., что съ помонию ея раз- 
р» шались эти двЪз извфетнфйпия задачи древности, пр1обр$ла но- 
вую важность послЪ того, какъ Вьеть замЪтилЪ, что къ этимъ 
двумъ задачамъ приводится рёшене всякой задачи, зависящей 
отъ уравнен1я третьей степени, а Ньютонъ, въ своей Агийтейса 
ипиегзай; примфнилъ эту кривую прямо къ построен!ю всякаго 
уравнен!я третьей степени. 

18. Гиппархъ (около 150 г. до Р. Х.), величайший астрономъ 
древности, истинный основатель математической астроном1и, напи- 


——_—— 


многими греческями рукописями, им$лъ нЪсколько рукописей Герона (смотри 
листъ 319). Он безъ сомв$ я находятся въ библотек® Эскурала, пуда по- 
ступило драгоцВнное собраше Мендозы. 
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салъ сочинеше въ двЗнадцати книгахъ, въ которомъ находилось 
построеше хордъ для дугъ круга ??). 

Астрономическя вычисленя Гиппарха требовали знан1я плоской 
и сферической тригонометри; начала этихъ наукъ, обязанныхъ, 
какъ кажется, несомнфняо ему своимъ происхождешемъ, %) онъ 
ИзЗлОЖилЪ ВЪ Своемъ сочинен!и о восхождении и затождеши звт8д5. 
Кажется также, что Гиппарху слфдуетъ приписать открыме сте- 
реографической проэкщи и двухъ знаменитыхъ теоремъ плоской и 
сферической тригонометрии, о которыхъ мы упомянемъ, когда бу- 
демъ говорить о МенелаЖ и Птоломе$. 

19. Предполагаютъ. что Геминъ (около 100 г. до Р. Х.) жиль 
немного времени посл Никомеда и Гиппарха Ему приписывается 
сочинене о различныхъ кривыхъ и между прочимъ о винтовой ли- 
ни, образуемой на поверхности прямаго круглаго цилиндра. Въ 
этой кривой онъ обнаружилъ свойство, принадлежащее также пря 
мой лини и кругу и состоящее въ томъ, что она во веЪхъ сво- 
ихъ частяхь подобна самой себЪ %). Другое сочинен!е Гемина, 
подъ назанемъ Впаггайопез деотейчсае, часго упоминаемое Прок- 
ломъ. было ч$мъ то въ родЪ философекаго разбора отрытй въ 
геометри. Оба сочиненя считаются утраченными, но говорятъ, 
что первое находится въ рукописи въ библ!отекв Ватикана. 

20. Въ сочинени ®рдаетсогит 167 тез Феодос1й (около 100 г. 
до Р. Х.) собралъь мног1я свойства большихъ круговъ на сферЪ. 


22) 0бъ этомъ сочинени упоминаеть Теонъ (Комментар! къ Альмагесту. 
Кв. [. гл. [Х). 

23) Потомучто съ одной стороны въ комментарш къ Арату Гиппархъ го- 
воритъ, что имъ найдено р5шеве схерическаго треугольника, служащаго для 
опредёлен!я восточной точки эклиптики; съ другой стороны до него мы не 
находимъ никакого слфда ви схерической, ви плоской тригонометрш. Де- 
ламбръ въ Яоге 4е Раз топотые апчеппе (томъ Г. стр. 104) зам чаетъ, что 
Архимедъ для опредЪлен!я д1ачетра солнца накладывалъ уголъ на квадрантъ, 
отсюда видно, что онъ не им$лъ способа вычислать уголъ при вершин$ рав- 
нобедреннаго треугольника по даннымъ основан!ю и двумъ боковымъ сторо- 
намъ. Тогда не было еще мысли о возможности вычислать хорды для вс%х% 
угловъ, т. е. плоская триговометрия была еще неизвЪстна. 

%) Прокла коммевтарй къ первой книг$ Евклида, &-е опред. и 5-я теорема 
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необходимыя въ астрономи для вычислен!я сферическихъ тре- 
угольниковъ. Впрочемъ самыхь вычисленй въ сочинен!и нЪтъ и 
даже слово треугольникъ нигд$ не встр$чается. Но, не смотря на 
свою элементарность, это сочинен1е цЪнилось весьма высоко. по- 
томучто отличалось основательност1ю и методическимъ изложен1- 
емъ. По этой причин оно было комментировано Паппомъ и пе- 
реведено многими изъ лучшихъ геометровъ новаго времени. 

Оеодосо принадлежать еще два сочиненя: фе лабайотвиз и 
ае фефиз её посйфиз, въ которыхъ описываются явлен!я, какъ они 
должны представляться обитателямъ земли, смотря по положен1ю 
солнца въ эклиитикз. 

21. Геометрь и астрономъ Менелай (около 80 г; юР Х.) 
написаль также какъ и Оеодосй сочинене о геометр1и на сферЪ 
подъ т$мъ же загланемъ эйаечесогит, #671 #"ез; оно извЪетно намъ 
въ пвреводахъ на арабск1й и еврейск1й языки, греческй же текстъ 
потерянъ Менелай въ этомъ сочинен!и идетъ далЪе Оеодос1я: онъ 
разематриваетъ уже свойства сферическихъ треугольниковъ, но не 
даетъ еще ихъ вычиелен1я, т. е. сферической тригонометрии, кото- 
рая, можеть быть, была предметомъ его другаго сочиненя въ шес- 
тй книгахъ о вычислени тордз, о которомъ упоминаетъ Теонъ, 
но которое утрачено. 

ВажнЪйшее преддожен1е схерики Менелая есть первая теорема 
3-й книги, составляющая основан1е всей сферической тригономе- 
три Грековъ. Это есть свойство трехъ отрфзковъ, образуемыхъ 
какимъ нибудь больптимъ кругомъ на трехъ сторонахъ сферическа- 
го триугольника Теорема эта находилась въ большемъ уважеши 
у Арабовъ, которые объясняли ее во многихъ сочинен1яхъ и назы- 
вали гедша зщетзесйота5. О подобной же теорем плоскойгеомет- 
р1и, указанной также Менелаемъ, какъ пособе для доказатель- 
ства предыдущей, мы будемъ говорить ниже по поводу Птоломея, 
такъ какъ он& была въ первой разъ найдена въ Альма гестЪ; эта, 
теорема получила особенное значене въ новой геометрии, куда ее 
ввелъ Карно. положивш!й ее въ основане своейтеор!и трансверсалей. 

Приведемъ еще дв слЗдуютия теоремы изъ сферики Менелая, 
принадлежания кажется, также этому геометру. 1. Большой кругъ, 
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дЪляшй уголъ сферическаго треугольниака пополамъ, разд$ляетъ 
противоположную сторону на дв$ тамя части, что хорды ихъ отно- 
сятся между собою какъ хорды прилежащихъ сторонъ. 2. Три ду- 
ги, дфлящ1я углы треугольника пополамъ, проходятъ черезъ одну 
и туже точку. 

Менелай писалъ также о теори кривыхъ линйй. Папаъ переда- 
еть намъ, что одна изъ этихъ кривыхъ быда названа Менелаемъ 
удивительною??): вЪроятно это была лин1я двоякой кривизны, пото- 
мучто она получалась отъ пересВчен1я двухъ кривыхъ поверхностей. 

22. Птоломей (около 150 г. по Р. Х.) астрономъ и геометръ, 
обладавиий обширными св$денями, оставилъ намъ въ своемъ Аль- 
магест® 8) полное изложене плоской и сферической тригонометрии, 
единственное, доставшееся намъ отъ Грековъ, такъ какъ сочинен1я 
Гиппарха объ этомъ предмет утрачены. ЗдЪеь мы встр$чаемъ 
прекрасное свойсво вписаннаго въ круг$ четыреугольника, состоящее 
въ томъ, что произведене длагоналей равно суммЪ произведений 
противоположныхъ сторонъ. Оно дано имъ, какъ вспомогательное 
средство при построенли хордъ, соотв тствующихъ даннымъ дугамъ 
круга. 27) | 

Птоломей за основаше своей тригонометри принялъ теорему о 
шести отр%зкахъ, данную Менелаемъ, и подобно ему при доказа- 
тельствЪ этой теоремы пользовался соотвфтетвенною теоремою на 
плоскости. Послфлдная теорема состоитъ въ слЗдующемъ соотно- 
шени между отр$зками, получаемыми на сторонахъ какого-нибуль 


25) Математическое Собран!е, 4-я книга, посл 30-й теоремы. 

26} Птоломей далъ своему сочиненю объ астровомш назваше соутайк 
валах издатели перемЗнили это заглаве въ «великое сочине- 
н1е»; арабсше переводчики сдфлали изъ этого: «величайшее» (А|тасезИ), 
откуда и произошло’ употребляемое теперь назваве Альмагестъ. 

27) Карно, въ ТХ глав% 1-й книги Саботейче 4е роз оп, показалъ, какъ изъ 
этого предложен!я можно вывести всю плоскую тригонометрю; послф него 
Фергола занимался тЪмъ же предметемъ и окончательно разработалъ его въ 
сочинени: Да{/ (еотета Тоетаесо гИтадотзё зтипефииатене { сеотетё 4еПе 
зеотё апдоатё @& Ува е @ Уз, в 1е рутер чегид ртороче пеПа Тут- 
допоте та апайИса 4а тодегтё. (Первая часть" мемуаровъ Неаполитавской 
„Академ!и наукъ. 1819). 
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плоскаго треугольника оть пересЗченая ихъ прямою, проведенною 
въ той же плоскости: произведене тфретё из5 этих отрьзковз, 
именно Пиьж5, которые не имтюмз обинись конечныхь точекз, 
равно произведезю трежь остальныть %). Мы видимъ, что это. 
есть обобщене основнаго предложен1я теор1и пропормональныхь 
лин й, состоящаго въ томъ, что прямая, проведенная параллельно 
основанию треугольника, дфлитъ стороны его на пропорщональныя 
части. Одного этого зам$чаня достаточно, чтобы видЪть, вавъ 
должна быть полезна въ геометр1и вышеупомянутая теорема. Глав- 
нымъ образомъ она прилагается къ изелфдованямъ, въ которыхъ 
нужно доказать, что три точки лежать на одной прямой; для этого 
строютъ треугольникъ, стороны котораго проходятъ черезъ три 
разсматриваемыя точки. и потомъ удостовЗряются, существуетъ ли 
между полученными шестью отрзками сказанное соотношене. 

Въ началф нынфшняго стохЗия эта теорема была, кажется, 
совс$мъ неизвЪстна до тфхъ поръ, нока на нее не было обращено 
вниман!е въ @6отейче 4е розйоп, и векорВ посл того въ теор 
‘трансверсалей, гдз она принята за основан!е; а между тфмъ она 
еще въ прежнее время принесла много пользы, не говоря уже о 
значении ея у Грековъ, какъ вспомогательной теоремы при дока- 
зательствахъ на сферз. По важности своей для настоящаго ‘вре- 
мени она заслуживуетъ, чтобы подробнЪе разсмотр$ть ея исторю,— 
чему мы и посвящаемъ Прим$чане \1. 

Кром$ этого, геометрия обязана Птоломею ученемъ о проэкиз- 
ят5. занимаясь составлен1емъ географическихъ картъ и рЗшенемъ 
задачъ гномоники, онъ изложилъь начало учейя о проэкщяхъ въ 
двухъ превосходныхъ сочинемяхъ 0 солнечных часатьз (4е ГАпа- 
етте) и о плоскошиляж5 (планисферахъ). Деламбръ думаетъ, что 
это послЁ8днее сочинене, въ которомъ изучена и приложена сте- 
реографическая проэкця, принадлежало Гиппарху, а не Птоломею, 
какь предполагали прежде. 

Птоломей написать также книгу о трехь измпремят5 ттль, 
гдЪ онъ первый говоритъ о трехъ прямоугольныхъ осяхъ, къ ко- 


33) Книга 1, глава ХТ, съ заглавйемъ: Предварятельныя зам чан!я къ дока. 
зательствамъ предложен! о схерЗ. 


ПЕРВАЯ ЭПОХА 31 


торымъ въ новфйшей геометр!и относятъ положене точекъ про- 
странства 3). 

Изъ многихъ другихъ сочинен1й Птоломея о различныхъ пред- 
метахъ мы упомянемъ еще объ его Оптикь, въ которой мы ветр%- 
чаемъ чисто геометрическую задачу, занимавшую впослфдетв!и 
многихъ знаменит$йшихь геометровъ, именно задачу объ нахож- 
ден!н блестящей точки въ сферическомъ зеркалВ по даннымъ по- 
ложенлямъ глаза и свЗтящей точки. 

23. Здёсь оканчивается первый изъ трехъ леродовъ, на кото- 
рые мы раздфлили 1700 лЗтъ, отдлФляющихъ Архимеда и Аполло- 
ня отъ времени возрожден1я наукъ въ Европф. 

Велимя открытя въ математическихьъ наукахь, доставиияся на 
долю древнему м!ру, закончены. Съ этого времени мы встрчаемъ 
уже не оригинальныхъ писателей, а только извЪстныхъ ученыхъь 
комментаторовъ, вышедшихъ изь АлександрИйской школы. Впро- 
чемъ, ПЦаппа, стоящаго во глав ихъ, должно отличить отъ вс%хъ 
другихъ, потомучто въ его сочинен1яхъ видфиъ еще духъи про- 
изводительная сила предшествующихъь столЪтй. 

24. Этотъ геометръ около конца четвертаго стоятя по Р.Х. 
соединилъ въ своемъ Математическом Собраши 3°) разрозненныя 
открыт1я знаменитыхъ математиковъ, и чтобы облегчить чтете ихъ 
трудовъ, присоединилъ къ этому множество теоремъ и леммъ. 
Въ этомъ собрани, которое есть самый драгоцзнный памятникъ 
математики древнихъ, находится много открыт, сд$ланныхъ са- 
мимъ Паппомъ, котораго Декартъ считалъ однимъ ` изъ самыхъ 
замЪчательныхъ геометровъ древности 31). 


3) Деламбръ, статья о Птоломев, въ ВютдарМе ипоетзаЦе. 

0) Раррё Аехатагий тоййетайсае соЦесвопез, а Етедетсо Соттатдто т 
Иипиит сотоетзае, её соттещагйз Шичтоае. Рзапй 1588, 101., и Вопошае 
1660, Го]. 

31) «Я убЪжденъ, что первоначальные зародыши истины, которые природа 
вложила въ разумъ челов чесый и которые мы заглушаемъ въ себ обищемъ 
и разнообраземъ читанныхъ и слышанныхъь заблужденй, имфли. такую силу 
и Такое вл1ян!е въ простодушномъ древнемъ м!р, что люди, озаряемые свЪ- 
томъ разума, поставляющаго добродЪтель выше удовольств!я и справедливость 


^ 
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Въ этомъ сочинени мы находимъ образован!е кривой двоякой 
кривизны на шарф. Паппь получаеть именно спираль, подобную 
Архимедовой, посредствомъ равномфрнаго движен!я точки по боль- 
шому вругу, который самъ вращается около своего д1аметра 'кн. 4-я, 
теор. 30). Паппъь выводить выражене части сферической по- 
Верхности, заключающейся между этою кривою и ея. основашемъ; 
это—первый примфръ квадратуры кривой поверхности. 

Знаменитая теорема Гюльдена, въ которой цечтръ тяжести слу- 

житъ для опред$лен!я размфровъ фигуръ, находится также въ 
Математическомъ Собрании и, кажется, была придумана самимъ 
Паппомъ 32). 

25. Тотчасъ посл 30-й теоремы 4-й книги мы находимъ м$сто. 
служащее вступленемъ къ задачЪ о дЪленти угла на три части, 
гдЪ сказано, что учене о кривыхъ поверхностяхь и о получа- 
емыхъ на нихъ, посредствомъ составнаго движен1я, липяхъ дво- 
якой кривизны (какъ вышеупомянутая сферическая спираль) было 
уже разработано древними. Паппъ говорить здЪеь о мюстахё на 
повержности и упомпнаетъ сочинен!я Димитрля Александрийскаго 
и Филона Т!1анскаго объ этомъ предмет$. Первое изъ нихъ носило 
заглав!е перф троциьатюу 6тиотасеюу, но кромЪф этого заглайя намъ 
болЪе оть него ничего не осталось; второе имфло предметомъ из- 
слЗдован1е кривыхъ, происходящихъ отъ пересЪчен1я двухъ поверх- 
ностей; оно называлось пер пАчхтое!бфу. Монтукла зам чаетъ сира- 
ведливо, что по такимъ ничтожнымъ указанямъ не легко судить, 
какгя это были поверхности и линш. Но ученому историку было 
вЪроятно неизвфстно одно мЪфето у Паппа (кн. 4, теор. 29), изъ 
котораго мы узнаемъ, что поверхность винта съ четыреугольною 
нарЪзкою (а 15 & Шеф саггбз) есть плектоида; это ведетъ насеъ къ 


выше выгодъ, еще не сознавая этого преимущества, —эти люди составили себЪ 
ясныя понят!я о ФИЛОСОФ и математикЪ, хотя и не могли довести этихъ 
ваукъ до совершенства. Так!я черты, свойственвыа истиннымъ математикамъ, 
мн кажется, встр$чаются въ Папп и Д!охант$....» (Дезсатез. Кёд(ез роцг 
да тесной 4е Резути, &-е правило) 

32) См. ковецъ предислов!1я къ 7-ой книг Математич. Собрания. 
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предположен1ю, что слово плектоида означало вообще линейчатыя 
новерхности и вЪроятно выражало собою сплетенйе (Гепигаее- 
еп!) прямыхъ линй, представляемое этими поверхностями; или, 
можетъ-быть, оно обозначало поверхности, называемыя теперь 
конусообразными (коноидами), которыя образуются движенемъ пря- 
мой, опирающейся на неподвижную прямую и кривую ливши, па- 
раллельно данной плоскости; наконецъ, можетъ -быть, этимъ сло- 
вомъ обозначались въ особенности внинтообразныя поверхности и 
даже только поверхность винта съ четыреугольною нарЪзкою. 

Неаполитанскй геометрь Флаути въ своемъ сочинен1и еоединиль 
подъ именемъ плектоидъ всЪз поверхности, образуемыя прямою 
линтею?3) 

Коммандинъ, въ комментаряхъ къ Паппу, высказываетъ мнЪн!е. 
ЧТО слово хАхтог т могло произойти отъ ошибки переписчика п 
должно быть замфнено словомъ хоМубрихо‹. Но такое предположен!е 
во всякомъ случаЪ невВрно, потомучто въ томъ мЪстф Паппа 3%), 
которое послужпло Коммандину ПОводОМЪ КЪ этому зам$чан!ю, сло- 
во п/\ухлог!бт< безспорно относится не къ цилиндрической, а къ 
винтовой поверхности съ четыреугольною нарЪзкою. 

96. По поводу квадратриксы Динострата Паппъ указываетъ на 
два свойства винтовыхт поверхностей, о которыхъ мы здЪеь долж- 
ня упомянуть, потомучто они доставляютъ два способа постро- 
ен!я. квадратриксы и сверхъ того представляютъ собою одно изъ 
лучшихъ изыскан!й древнихъ о кривыхъ поверхностяхъ и лин яхъЪ 
двоякой кривизны. 

Показавъ сперва построене квадратриксы посредствомъ перес$- 
чен1я вращающагося около центра радуса круга съ д1аметромъ, 
перем шающим(я параллельно самому себф,— построев1е, которое 
онъ называегъ механическимъ (кн. 4, теор.95), Паппъ говорить, что 
та же кривая можеть быть получена посредствомъ м$стъ на поверх- 
ности и посредствомъ Архимедовой спирали. Оба эти способа по 
строентя суть слБ дующие: 


33} (еотета 4 з00 зи ргапо е пеЦо зраз10; Неаполь 1821. 
3" Книга 4-я, теорема 29-я, прим. Р, отр. 92 издан!я 1660 г. 
Вып. П. Отд. ЦП. 3 
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Первый способе, теорема 28. «Начертимъ винтовую линю на 
прямомъ кругломъ. цилиндр$: перпендикулары, опущенные изъ то- 
чекъ этой кривой на ось цилиндра, образуютъ винтообразную по- 
верхность. Если проведемъ черезъ одинъ изъ такихъ перпендику- 
ляровъ плоскость подъ нфкоторымъ Угломъ къ основан1ю цилинд- 
ра, то она пересФчетъ винтовую поверхность по кривой, прямо- 
угольное ‘положен!е которой на плоскоеть основашя цилиндра бу- 
деть квадратрикса». | 

Второй способз, теорема 99. «Примемъ Архимедову спираль за 
основан!е прямаго цилиндра и представимъ себЪ конусъ вращешя, 
имфюший осью ту образующую цилиндра, которая проходить че- 
резъ начало @пирали; этоть конусъ перес$чется съ поверхностю 
цилиндра по кривой двоякой кривизны. 3°) Перпендикуляры, опу- 
щенные изъ точекъ этой кривой на вышесказанную образующую 
цилиндра, составляютъ винтообразную поверхность (въ этомъ имен- 
но м$стф Паштъ, называетъь ее илектоидой). Плоскость, проведен- 
ная подъ извЪетнымъ наклоненемъ черезъ одинъ изъ перпенди- 
куляровъ, пересЪЖкаетъ поверхность по кривой, прямоугольное про- 
ложене которой на плоскость спирали есть квадратрикса.» 

Оба построешя состоятъ въ томъ, что винтовая поверхность пе- 
‚рееЖкается плоскост!ю, проходящею черезъ образующую, и послЪ 
того с$чеше пролагается На плоскость перпендикулярную къ оси 
винта. Въ первомъ построен!и винтовая поверхноеть получается 
при помощи винтовой лин!и, черезъ которую проводятся образую- 
ия этой поверхности; во второмъ—образующая опред$ляются по- 


35) Это есть коническая винтовая линя, принадлежащая къ числу извЪст- 
ныхъ древнимъ лин!й двоякой кривизны. Проклъ говоритъ объ ней въ ком- 
ментар!В къ 4-му опред$лен!ю первой книги Евклида. Въ новое время многе 
геометры занимались этою кривою, въ особенности Паскаль (Ре а @тепз0% 
Фит зо4е [огте раг е тоуеп Фите зргще ащшочг Фит сопе; оеиогез Че 
Разса{, лоте У, р. 492.) и Гвидо-Гранди (Ерёю{йа а@ Т/. Сехатй оешотгез 
розФитез Ф’Ниудептз, 1юше ИП.). Варшавский профФессоръ Грабинскй нЗсколько 
лЪтъ тому назадъ далъ грахическое построене касательныхъ къ конической 
спирали (Аппа{ез 4е тайета аиез, 1. ХУ, р. 167 е 376). 
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средствомъ лини двоякой кривизны, происходящей отъ перес%че- 
н1я праямаго цилиндра, имфющаго основамемъ спираль, съ ко- 
нусомъ вращеня, им5ющимъ осью образующую цилиндра, проходя- 
щую черезъ начало спирали. 

27. Эти два построен!я основываются, какъ мы видимъ, на слф- 
дующихь двухъ свойствахъ винтообразныхь поверхностей, —свой- 
ствахъ, хотя прямо и не высказанныхь Паппомъ, но доказатель- 
ство которыхъ заключается въ его теоремахъ 98 и 99. 

1) Если винтообразная поверхность пересчена плоскостю, про- 
ходящею черезъ образующую лин1ю, то кривая. сфчен1я пролагает- 
ся на плоскость, перпендикулярную къ оси поверхности, въ вил\ 
квадратиксы Динострата 38). 

2) Конусъ вращеня, имфюний одну и ту же ось съ винтообраз- 
ною поверхностю, пересВкаеть эту поверхность по кривой двоя- 
кой кривизны, проложене которой на плоскость перпендикулярную 
къ оси есть Архимедова спираль. 

ОбЪ теоремы ведутъ къ построеню спирали помоп1ю м%етъ на 
поверхности, подобно указанному Паппомъ построен!ю квадрат- 
риксы. 

28. Эти изелФдован!я кривыхъ поверхностей и. лийЙ двоякой 
кривизны въ прим$неви къ построен!ю плоскихъ кривыхъ, нахо- 
дяпя теперь свое М$сто въ начертательной геометр!и и еоста- 
вляющля отличительный характеръь школы Монжа, заслуживаютъ, 
какь мнф кажетсел, чтобы въ сочинеши Паппа на нихъ было 
обращено внимане. Они могли бы привести этого геометра къ по- 
строен1ю касательныхь къ спирали и квадратрикс$; для этого бы- 
10 бы достаточно замфчан1я, что касательныя эти суть проложен!я 
касательныхъ къ кривымъ, проведеннымъ на винтообразной по- 
верхности, и что касательная въ точк$ пересЁчен1я двухъ поверх- 
чостей есть перее$ченте касательныхъ плоскостей къ поверхностямъ 
ъ этой точк$. Этимъ путемъ очень легко получаются всЪ извЪ- 


3) Если сфкущая плоскость не будетъ проходить чрезъь образующую вин- 
ообразной поверхности, а будетъ проведена произвольно, то мы нашли, что 
ъ проложени получится или удлинеяная, или укороченная квадратрикса 
. е., говора другими словами, конхоида. 
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стныя свойства касательных . спирали и квадратриксы 7). Тавя 
изслфдован!я совершенно въ духЪ современной начертательной ге- 
ометри: но едва ли вфроятно, чтобы познан!я древнихъ о кри- 
выхъ поверхностяхъ могли простираться такъ далеко; сомнительно 
даже, существовало ли во времена Паппа достаточно ясное по- 
няте о касательной плоскости въ Данной точкЪ винтовой по- 
верхности. 

29. Вдумываясь въ сущность вышеприведенныхъ построенй. мы 
зам тимъ, что на нихъ можно смотрЪть, какъ на простыя прило- 
жен!я двухъ общихъ способовъ превращать всямя плосмя кри- 
выя въ друмя, ‘совершенно съ ними различныя, посредствомъ вии- 
тообразной поверхности. Помош1ю такихъ преобразован!й обнару- 
живаются соотношен1я между. построенями и свойствами такихъ 
кривыхъ, которыя повидимому ничего не имфють общаго, кромЪ 
одинаковой формы уравневя между совершенно разнородными пе- 
ремфнными. Таковы, напримЗръ, разнаго наименован1я спирали по 
отношев1ю къ тфмъ кривымъ, которыя носятъ то же найменован1е 
въ обыкновенной системЪ координатъ. НЪкоторыя мысли объ этомъ 
я изложу въ Прим$чанши УПТ. 

30. Въ «Математическомъ Собранш» находится много теоремъ, 
которыя въ наше время относятся къ теор!и трансверсалей, меж- 
ду прочимъ и та теорема, которая служить основашемъ этой те- 
ори и которая заставляетъ предполагать, что изящное и полез- 
ное учене о трансверсаляхъ употреблялось уже древними, пренму- 
щественно въ сочинешяхъ, относившихся къ геометрическому 
анализу. 

Изь теоремъ, относящихся къ теори трансверсалей и изъ ко- 
торыхЪ многя имфютъ предметомъ зар.ионическую пропорщю, мы 
приведемъ н%$которыя, доказанныя въ 7-й книг» и назначенныя 
служить леммами для пониман!я поризмъ Евклида. 

Теорема 129-я говоритъ: если четыре лиши истодять изь 00- 
ной точки, то онъ образуютё на съкущей, проведенной произ- 


37) Оливье, профессоръ въ 6с0йе 45 ат 5 е! тапиГаситез, употребляль уже 
этотъ сп0с0бъ для проведен!я касательной къ Архимедовой спирали. (ВиПеёп 
4е а 5осе!е ррйотайцие 4е Ратз, эппбе 1833, р. 92). 
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вольно в той же плоскости, четыре отръзка, которые импютз 
между собою опредълениое постоянное отношеве. каково бы ни- 
было положеше сткущей. Пусть а, 6, с, 4 будуть точки, въ ко- 
торыхъ четыре прямыя встр$чаются съ произвольною сфкущей, п 


. а 
ас, а{, 6с, В4 четыре отр$зка: отношене са: °СТается то же, 
какова бы ни была сфкущая. 


Мы посвящаемъ этой теоремЪ весь настояцИй параграфъ, что- 
бы обратить на нее все вниман!е нашихъ читателей. Теоремы 136, 
137, 140, 142 и 145 суть или частные случаи, или преддоженя 
обратныя этой главной теоремы. Изъ того, что она повторена у Паи- 
па въ столь различныхъ видахъ, сл$дуеть предполагать, что для 
норизмъ Евклида она имфла особенное значене. Теперь же она 
остается безъ примЪневий. 


Справляясь о тфхъ новыхъ, геометрахъ, которые употребляли эту 
теорему, мы найдемъ, что Паскаль въ 55а: роиг (ез сопщиез счи- 
таетъ ее главною теоремою, которою онъ пользовался въ своемъ 
Тгайе о коническихъ сфченяхъ; далЪе, что Дезаргъ принялъ за 
освован!е своей теор1и перспективы (64 оп 4е Вобзе, 1648, р. 336) 
частный случай этой теоремы (именно 137-ю теорему Паппа) и что 
Р. Симсонъ доказалъ эту лемму Паппа и пользовался ею для ло- 
казательства одного предложен1я въ Тгаше 4ез ротзтез. Въ по- 
слЗлиее время Брланшонъ упоминаетъ объ ней въ мемуар о ли- 
мяхъ втораго порядка и Понселе приводить ее въ Ггаше 4ез рго- 
рие$ ргоесНоез (стр. 12). Но оба эти искусные геометра не д%- 
лаютъ изъ нея никакаго особаго употреблен1я и подробно зани- 
маются только частнымъ случаемъ, когда четыре лини образуютъ 
гармонический пучекъ. 

Вел детв1е этого намъ кажется, что теорема эта недостаточно 
‚ обратила на себя вниман!е геометровъ. 

Мы думаемъ однако, что она способна къ многочисленнымъ при- 
ложенямъ и можетъ сдфлаться самою полезною и богатою сл$д- 
стиями теоремою геометрии. Она играетъ важную роль въ нашихъ 
принципахъ двойственноети й преобразоватя фигуръ, составляя 
основное начало той ихъ стороны, которая касается количествен- 
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ныхъ соотношенй. Мы будемъ также ею пользоваться въ этомъ 
сочиненш; поэтому считаемъ необходимымъ назвать особымъ име- 
немъ отношен1е четырехъ отр$зковъ, о которомъ здЪсь идетъ 
р№чь. Въ частномъ случаЪ, когда это отношенте равно единиц, 
оно получило назваше рмоническаю отношеня; въ общемъ слу- 
ча мы будемъ называть его ангармоническимь отношенемз, или 
анзармоническою функщею. 'Такимъ образомъ, если четыре.прямыя, 
выходящая изъ одной точки, перес$чены трансверсалью въ точкахъ 


ас 6с 
а, 6, с, 4, то отношене — 9 будетъ ангармоническая фунЕшя 


четырехъ точекъ а, 6. с, 4. 

Теорема Паппа заключается въ томъ, что эта функизя сотра- 
няетз постоянно одну и ту же величипу, каково бы ни было по- 
ложеше трансверсали, если только прямыя, проходяш!я черезъ 
одну точку, остаются т$ же. Таково прекрасное свойство ангармо- 
нической функцли четырехъ точекъ, отличающее ее отъ всякой 
другой функщи, составленной изъ отр$зковъ между четырьмя точ- 
ками. 

Намъ кажется, что поняте объ ангармонической функши долж- 
но привести къ значительному упрощеню большинства геометри- 
ческихъ задачъ и что оно, гораздо лучше Цтоломеевой теоремы, 
можетъ служить основан1емъ теор1и трансверсалей. Съ помопию 
его получается наглядное доказательство всфхъ извЪстныхъ теоремъ 
о систем% прямыхъ лив!Й и выводится много новыхъ теоремъ. Осо- 
`бенно будетъ оно полезно въ теор!и коническихъ сЪченй, указывая 
связь между множествомъ отдЪльно стоящихъ теоремъ и соотно- 
шен1й, которыя всф такимъ образомъ будутъ приведены къ неболь- 
шому числу основныхъ предложений. 

Мы намЪрены посвятить теор1и ангармоническаго отношеня осо. 
бое сочинен1е; но нфкоторыя главныя теоремы и въ особенности 
другую алгебраическую форму, въ которой можетъ представляться 
теорема Паппа, мы сообщимъ теперь же, и для этого отсылаемтъ 
читателей къ ПримЪчаню [Х. 

31. Возвращаемся къ Паппу. Теорема 130-я представляетъ со- 
отношен1е между шестью отр$зками, образуемыми на сЖкущей че- 
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тырьмя сторонзми и двумя ‘д1агоналями четыреугольника. Теоре- 
мы 197-я и 198-я суть частные случан 130-й. 

Чертежъ въ сочиневи Паппа, представляющий четыре стороны 
и дв дагонали четыреугольника, перес$ченныя трансверсалью, 
можно также разсматривать, какъ три стороны треугольника, къ 
вершинамъ: вотораго изъ одной точки проведены три другля пря- 
мыя. Эти шесть прямыхъ образуютъ на трансверсали шесть отр%з- 
ковЪъ, изъ которыхъ каждый заключается между стороною треу- 
гольника и одною изъ лиШй, проведенныхъ черезъ вершины, ле- 
жашйя на этой сторонЪф. При такомъ толковани теорему Паппа 
легко выразить словами и удержать въ памяти: она заключается 
ВЪ ТОМЪ, ЧТО Произведене трехё отръзковг, не имьющихь об- 
щих конечных тоцекз, равно произведеню треть остальныхс: 
это соотношене сходно съ тьмъ, которое составляетъь Итоломееву 
теорему. Разсматриваемая съ этой точки зря, теорема Папиа 
можетъ быть употребляема для доказательства, что три лини, из- 
вЪстнымъ образомъ проведенныя черезъ вершины треугольника, 
проходятъ черезъ одну и туже точку; подобно тому, какъ употреб- 
ляется НПтоломеева теорема для доказательства, что три точки, рас- 
положенныя извЪстнымъ образомъ на сторонахъ треугольника, 
лежатъ на одной прямой. 

Теорема 131-я показываетъ, что 65 каждомь . четыреузольникь 
дгональ дълится ‚армонически друою дюналью и лишею, со- 
одиняющею точки пересьченя противоположныхь сторонб. 

Въ предложени 133-мъ разсматривается особый случай этой те- 
оремы, которая сама есть опять слЪдстие общей 130-й теоремы. 
Теоремы 134, 138, 141 и 143 суть или обратныя предложеня, 
или частные случаи теоремы 139-й, въ которой доказывается, что 
если шесть вершииё шестиуюльника лежатё по три на двух 
прямыхь лишяхз, то точки пересьчешя противоположных сторон 
лежать на одной прямой. Это предложене зам чательно не толь- 
ко само по себЪ, но и потому, что на него можно смотр%ть, какъ 
на первый шагъ къ знаменитой теорем Паскаля о шестиугольни- 
КВ, вписанномъ въ коническое с$чене. ВмЗето системы двухъ пря- 
мыхъ, въ которую Паппъ вписываелъ шестиугольникъ, въ теорем%. 
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Паскаля входитъ какое бы то ни было коническое сЪфчене 3*). При- 
веденная выше 130-я теорема допускаетъ подобное же обобщене, 
на которое мы укажемъ, когда будемъ говорить о Дезарг$. 

Въ предисловии Паппъ приводитъ, какъ обобщене одной пори- 
змы Евклида, прекрасную теорему о видоизмВнени многоугольни- 
ка, стороны котораго проходятъ черезъ точки, лежапия на одной 
прямой, когда вершины его, за исключенемъ одной, перем$щают- 
ся по произвольнымъ прямымъ. Эта теорема полутила въ посл д- 
немъ столЪтш нзкоторую извфстность, благодаря новому обобще- 
ню, данному ей Маклореномъ и Брайкенриджемъ, и благодаря 
соперничеству, которое она возбудила между этими зам чательны- 
ми геометрами. Понселе вновь изел$довалъ этоть предметъ съ 
полнотою и ясностю, составляющими принадлежность его учена- 
го труда: Тгайе 4ез ртортее5 ргоресизез 4е Пдитез (отд. 4, гл. ПН 
и Ш). 

32. Мы должны упомянуть еще объ одномъ изел$довани, кото 
рое, подобно предыдущимъ, относится къ теори трансверсалей; это 
знаменитая задача а4 #"ез аш ритез Ппеа, о которой Лаппъ го- 
воритъ, какъ о камнЪ преткновен1я для древнихъ, и которая оба- 
зана новою извЪстностшо Декарту, сдЪлавшему изъ нея первое 
приложене своей геометр1и. Задача эта состоитъ въ томъ, чтобы 


38) 139-я теорема Паппа, выражающая въ вышеприведенной ФормЪ свойство 
шестиугольника, вписаннаго между двумя прямыми, можетъ быть разсматри- 


ваема съ иной точки зрфв!я, и тогда изъ нея проистекаетъ другое зам затель- _. 


ное предложеше, выведенное въ первый разъ Симсономъ, какъ одна изъ по- 
ризмъ Евклида; къ этому предложен!ю относятся слова Паппа: Оиой Лаес а4. 
ит рипсиит ъетдй. Ово заключается въ слфдующемъ. «Если возьмемъ на 
плоскости двЪ неподвижныя точки и уголъ, вершина котораго лежитъ на ли- 
нш, соединяющей эти точки, потомъ будемъ изъ каждой точки нЪкоторой дан- 
ной прямой проводить ливш къ двумъ неподвижнымЪ точкамъ, то каждая па- 
ра этихъ линй будетъ перес$каться съ сторонами даннаго угла соотв тствен- 
но ВЪ двухъ точкахъ, причемъ прамыя, соединаюцИя эти точки, пройдутъ че- 
резъ одну и ту же точку.» (Зййзоп, 4е Ротзтайфиз, предл. 31). Мы упоми- 
наемъ объ этой теорем%, потомучто она будетъ иужна намъ впосл$детви. 
Подобная теорема въ пространствЪ, до сихъ поръ еще никзмъ не указанная, 
выводится, какъ естественное сл$дств!е нашего привципа преобразован!я 
ФИГУръ. 
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по нъскольким даннымё прямым5 найти зеометрическое мъсто 
точекё, импющихё то свойство, ито если изз нить на данныя 
прямыя проведемь перпендикуляры, или вообще линги подё дан- 
ными улами, то произведеше нькоторыхз изз этихё лиш на- 
тодится в5 постоянном отношении кз произведфешю остальныгь. 

Эта задача, получившая со времени Декарта назван!е задаий 
Паппа, уже испытала на себЪ глубину соображеня Евклида и 
Аполлошя. Они р$шили ее только для трехъ и четырехъ прямыхъ 
и нашли, что въ этомъ случаЪ искомое геометрическое м$сто есть 
коническое сЪчен!е; отсюда проистекаетъ слЗлующее общее свой- 
ство этихъ кривыхъ: если въ коническое сфчен!е вписанъ какой- 
нибудь четыреугольникъ, то произведенйе разстоян!Й каждой точ- 
ки кривой оть двухъ противоположныхъ сторонъ находится въ по- 
стоянномъ отношени къ произведеню разстоянй той же точки 
отъ двухъ другихъ сторонъ. 

Ньютонъ далъ чисто геометрическое доказательство этой пре- 
красной теоремы и съ выгодою употребляль ее въ Римсйла та- 
Летайса риозортае питайз. Сочиневя о коническихъ сфчен1яхъ, 
появивияся векорЪ послЪ этого знаменитаго сочинешя Ньютона, 
заимствовали изъ него эту теорему, но не извлекли изъ нея веЪхъ 
приложен1й, къ которымъ она способна; позднЪе она какъ бы со- 
вершенно исчезла изъ теор1я коническихъ сЪченй 33). А между 
тзмъ, по нашему мн%н1ю, она представляетъь самое общее и пло- 
довитое свойство этихъ кривыхъ. Достаточно сказать, что изъ нея, 
какъ прямыя слфдетая, проистекаютъ сл$дуюция теоремы: изв*- 
стный мистический шестиугольникъ Паскаля, теорема Дезарга объ 


39) Безполезность, въ которой цфлые вФка оставалась эТа основная теорема, 
тогда какъ изъ нея могутъ быть выведены почти всЪ свойства коническихъ 
сфченй, и незначительная важность, которая до самаго посл$двяго времени 
приписывалась прекраснымъ теоремамъ Дезарга и Паскаля, представляющимь 
естественное слЪдетв!е предыдущей, приводатъ намъ на память справедливое 
зам чане Бальи: «кажется, что идеи, также какъ и мы сами, имфютЪ время 
дВтства и первоначальной слабости; онф не могутъ выказаться вполнф при 
самомъ появлени, но только возрасту и времени обязавы бываютъ своею пло- 
дотворною Силой.» (Вау: @з0ге 4е Гаятопотёе тоЧетпе, ‹. П, р. 60). 
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инволющи шести точекъ; постоянное отношене между произведе- 
н1емъ ординатъ п произведенемъ отр$зковъ главной оси; прекрас- 
ная теорема Ньютона объ органическомъ образовав!и коническихъ 
еЪЗчен1й; наконецъ еще одна теорема, основывающаяся на понят 
объ амармоническомь отношени, пзъ которой проистекаетъ мно- 
Жество свойствъ коническихь сфченй. Ёстати прибавимъ здЪеь, 
что эта послфдняя теорема обладаетъ сама по себф такою общно- 
стю и такъ просто доказывается а ргю’т, что мы предполагаемъ 
принять ее за основное предложение теорли коническихъ с$чешй 
(см. ПримЗчаюше ХУ). 

33. Считаемъ умЗетнымъ сдфлать здЪсь еще одно необходимое 
зам чан1е; оно можеть служить оправданемъ важности, которую 
мы старались придать 129-й теоремф Панпа и понят!ю объ ангар- 
моническомъ отношенли. ВсЪ теоремы, указанныя нами въ 7-й книгу 
«Математическаго Собран!я», между прочимъ теорема о видоиз- 
м$нен!и многоугольника, теорема а4 диашог Йтеаз и многмя тео- 
ремы объ инволющи шести точекъ, о которыхъ мы тотчасъ будемъ 
говорить; всЪ эти теоремы, отличающяся большою общностю и 
важнымъ значенемъ для новЪйшей геометр!и, могутъ быть выве- 
дены изъ одного источника:— изъ одного свойства ангармониче- 
скаго отношен1я четырехъ точекъ. Такой способъ ихъ получен1я 
есть вмЪстЪ съ тфмъ самый простой, потомучто при этомъ не 
требуется, можно сказать, никакого доказательства. 

Прибавимъ къ этому еще сл$дующее. Узнавъ, что большая 
часть леимъ Паппа, относящихся по всей вфроятности къ первой 
книг поризмъ Евклида, можеть быть выведена изъ одной тео- 
ремы, о которой здЪсь ндетъ р$чь, мы думаемъ. что эта же тео- 
рема будетъ служить ключемъ ко всей первой книгф поризмъ п 
что она приведеть къ разъясненю предложен1й, оставленныхъ 
намъ Папиомъ; потомучто во всякой теори существуетъь основ- 
ная истина, изъ которой проистекаютъ вс$ остальныя. И въ самомъ 
дл, принявъ эту теорему за точку отправлен1я при разъяснения 
поризмъ, мы получили нЪеколько теоремъ, которыя, какъ намъ 
кажется, соотвфтствуютъ этого рода предложенямъ. 

34. Упомянемъ е изъ 7-Й книги «Математическаго обра- 
НЯ» 0 40 леммахъ, относящихся къ сочинен1ю Аполлон1я (е Чее’- 
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пипаа зеспопе и принадлежащихь въ новфйшамъ геометричес- 
кимъ ученямъ. Эти леммы представляютъ соотношен1я между 
отр$зками, образуемыми нЪфеколькими точками на одной прямой. 
Съ самаго начала нельзя скоро понять, въ чемъ заключается 
истинное значенше этихъ многочисленныхЪ предложен!й и какое 
отношен1е вс$ они имфютъ къ вопросу; отъ этого понимане ихъ 
вначал$ затруднительно. Но при н$фкоторомъ вниман!и мы узнаемъ, 
что они относятся къ теорш инволющи шести точекъ, теория, 
созданной Дезаргомъ и принесшей ‘великую пользу новой геометрии. 
Эти леммы еще не содержатъ въ себЪ самаго общаго инволюц1он- 
наго соотношеня между шестью точками (кажется даже, древние 
вовсе не знали преобразован!й этого общаго отношеня), но пред- 
ставляютъ свойства многихъ .соотношен!, которыя теперь раз- 
сматриваются какъ частные случаи общаго соотношен1я. Такъ, въ 
теоремахъ 22. 29, 30, 32, 34, 35. 36 и 44 разсматривается инво- 
лющя пяти точекъ. ОнЪ относятся въ двумъ системамъ двухъ 
сопряженных “) точекъь и къ ихь центру, который есть такая 
точка, что произведене разстоянй ея отъ двухъ первыхъ точекъ 
равно произведеню разстоян!й ея же отъ двухъ другихъ; отсюда 
же проистекаетъ и другое соотношене между пятью точками. 
Чтобы получить эти предложения изъ общаго соотношен1я между 
шестью точками, достаточно замфтить, что точка, сопряженная 
пятой точь, т. е. центру, находится въ безконечностн. 
Теоремы 37 и 38 имфють предметомъ пнволюцлю четырехъ то- 
чекъ. именно двухъ сопряженныхъ, одной изъ двойныхъ и центра. 
Теоремы 39 и 40 выражаютъ свойство инволюцщи пяти точекъ: 
двухъ паръ сопряженныхъ точекъ и одной изъ двойныхъ. 
Теоремы 41, 42, 43 представляютъ соотношен1е между двумя 
парами сопряженныхъ точекъ и центромъ: это соотвошен1е новое 
п по форм оно отличается отъ извЪетнаго соотношен1я между 
шестью точками. 


40) Чтобы легче понать эти зам чан!я объ леммахъ Паппа, слфдуетъ про- 
честь Прим чан!е Х, въ которомъ мы показываемъ различныя свойства инво- 
лющюоннаго соотношена шести точекъ, т. е. разлизчныя преобразован!я п 
слфдетвя этого соотношеня. Тамъ же объяснено, что слЗдуетъ разум$ть полдъ 
сопряженными точками, центромъ и двойными точками. 
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Двфнадцать теоремъ 45—56 содержать въ себЪ также общее 
соотношен!е между двумя парами сопряженныхъ точекъ, центромъ 
и еще какою-нибудь ‘точкой. Теоремы 41, 49 и 43 представляютъь 
слЪдетв1я предыдущихъ, какъ боле общихъ. 

Наконецъ, теоремы 61, 69 и 64 выражаютъ собою любопытное 
свойство наибольшихъ и наименьшихъ по отношеню къ двумъ 
парамъ сопряженныхъ точекъ и къ двойной точЕф; это свойство 
состоитъь въ томъ, что отношен1е произведен!й разстоян1й двойной 
точки оть сопряженныхъ точекъ есть наибольшее или наимеяь- 
шее. 

Посредствомъ весьма, красиваго построения Паппъ даетъ геомет- 
рическое выражене этого отношеня и говорить только, что оно 
есть наибольшее или наименьшее, доказательство же находилось 
ВЪ самомъ сочиненми Аполлон1я. Утрата геометрическаго доказа- 
тельства, въ этой задачЪ о наибольшихъ и нанименьшихъ величпнахъ, 
въ томъ видф, какъ оно было дано самими древними, есть истинная 
для насъ потеря; хотяоно и для новаго анализа не представляетъ 
никакихъ затруднешй. Этотъ вопроеъ былъ однимъ изъ первыхъ, 
послужившихъ Фермату приложентемъ его превосходнаго способа 
4е тала: её тииниз. (Орега тафетайса, р. 67). 

35. Намъ кажется, что предложенный нами разборъ 43 леммт 
Паппа..знакомитъ съ ихъ общимъ характеромъ и можетъ облегчить 
пхъ пониман!е. Мы видимъ, что одна и та же теорема высказы- 
вается. обыкновенно во многйхъ отдЪльныхъ предложенияхт, и это 
зависитъ единственно отъ того, что различные способы выражен! 
предложений соотвЪтетвуютъ особымъ чертежамъ, различающимея 
между собою только положенемъ разематриваемыхъ точекъ. Это 
различе въ относительномъ положен данныхъ и искомыхъ то- 
чекъ послужило поводомъ къ самому назван1ю сочинен1я Аполло- 
н1н: фе зесйопе дегтипща; разные же случай, представляющеся 
при различномъ положен1и точекъ, этотъ геометръ, а за нимъ и 
Паипъ, обозначали именемъ гхкатия “). 


%) Таково мн$ ве Галдея иР. Симсона. Ученый Коммандинъ не могъ опредЪ- 
лить значен!я этого слова, употребляемаго въ нфкоторыхъ теоремахъ Апол- 
ловя (СоЦесь. та. стр. 296 въ изд. 1660 г.}. Слово шоуауо\, встрфчающе 
еся также у Паппа, употреблялось, какъ кажется, Аполлов!емъ для обозваче- 
н1я теоремъ, относящихся къ тахйпа и пита. 
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Одно изъ важнфйшихъ преимуществъ новфйшей геометри пе- 
редъ древней заключается въ томъ, что она, благодаря употребле- 
н1ю положительныхъ и отрицательныхъ количествъ, обнимаетъ въ. 
одномз выражен1и всф особые случаи теоремы, каковы бы ни бы- 
ли относительныя положен!я частей фигуры. Такимъ образомъ въ 
настоящее время девять главныхь задачъ, составлявшихь выЪстф 
съ ихъ многочисленными частностями 83 теоремы въ двухъ книгахъ 
Це зеспопе аегтта@, представляютъ одну задачу, разрЪшаемую 
помонию только одной формулы. 

Мног1е писавийе о геометрическомъ анализ древнихъ занима- 
лись сочиненемъ (фе 5есйопе даетпипаа, частно пытаясь вполнЪ 
возстановить об% книги, частю разрЪшая отдфльныя задачи. Та- 
ковы въ ХУЛ столЗти: Снеллй, Александръ Андерсонъ, Маринин, 
Гетальди; къ концу того же столЪтия: Рожеръ Винтимилья, Гуго 
Омерикъ; потомъ Р. Симсонъ въ оставшемся послЪ него трудЪ 
Орега гейдиа 1776 г. и около того же времени Джланнини въ 
Оризсша тайетайса. | 

Въ послЪднее время Лесли посвятилъ также н%еколько страницъ 
этой задачЪ въ Сеотейчеа! Апайу515 (кн. 2, теор. 10—18). Его из- 
слЪдоване тЪзено связано съ теорлею инволюцм шести точекъ и 
р$шен!е, какъ кажется, выведено изъ этой теорш. ДЪйствительно, 
одно новое свойство инволющи прямо привело насъ къ простому 
и общему построенйю задачи 4е зеснопе Чееттташ, р шентю, ка- 
жется, отличающемуся отъ вс$хъ прежнихъ. Та же теор1я ведетъ 
къ Доказательству изелБдлованнаго Аполлонемъ случая наиболь- 
шихъ. (См. ПримЗчане Х). 

36. Леммы Паппа къ плоским мъстамь _ Аполлон1я представ- 
ляють также нфкоторыя соотношен1я между отрЪзками, образуе. 
мыми точками прямой лини; но эти соотношешя отличаются отъ 
предлыдущихь и не могутъ быть выведены изъ общаго выражения 
инволющи шести точекъ. Но и они могутъ быть приведены къ одной 
теорем, выражающей общее свойство четырехъ точекъ, располо- 
женныхъ произвольно на прямой лин!и: эта теорема есть вторая 
общая теорема Стеварта “). ". 


2) Зоте депегай Фйеогетз о[ сопз4ега Ме изе ап (пе Еорег рагёз оГ та- 
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Предложен1я 123 и 124, предетавляющля соотношен1е между че- 
тырьмя произвольными точками прямой и извзетяымъ образомъ взя- 
той пятой точкой, суть очень простыя слфдетвая этой теоремы. 

Предложенями 125 и 126 выражается соотношене между че- 
тырьмя произвольными точками прямой и легко видЪть, что это 
есть ничто иное, - какъ въ высшей степени простое ‘преобразоване 
той же теоремы. 

Четыре предложения 119—122, которыя вмЪстЪ съ четырьмя пре- 
дыдущими составляютъ веф восемь леммъ Папна къ плоскимъ м%с- 
тамъ Аполлон1я, относятся къ треугольнику; весьма зам чательно, 
что эти четыре предложеня, повидимому совершенно отличныя 
отъ предыдущихъ и не имюпия съ ними никакой связи, являют- 
ся опять слёдетйями той же теоремы Стеварта. 

37. Предпринявъ возетановлене поризиъ Евклида и сочинений 
Аполлон!я 4е зесйопе деегтатеа и 4е 10615 рапз, Р. Симсонъ до- 
казалъ въ отдфльности многочисленныя леммы, относяаяся къ 
этимъ сочиненмямъ. Мы видЪли выше, что все$ эти леммы можно 
привести къ немногимъ предложен1ямъ и тфмъ значительно облег- 
чить подобную работу; но такого рода обобщене не было еще въ 
духЪ геометрли во время Р. Симеона (съ т$хъ поръ прошло около 
ста лЪть), а если бы и было, то оно не соотвЪтетвовало бы цфли 
этого искуснаго и глубокомысленнаго геометра, рёшившагосл про- 
слЪдить шагъ за шагомъ каждое слово п каждое указане Паппа. 

38. Остальныя леммы 7-й книги Математическаго Собраня, ко- 
торыя мы пройдемъ молчан1емъ, имфють меньший интересъ. Это 
совершенно отдфльныя предложеня, относяпйяся къ кругу, треу- 
ГОЛЬНИКУу И къ коническимъ сЪчемямъ, и не представляюция ни- 
какой трудности. Он назначены для пояснен1я сочинен!й: 4е м- 
сппайотфиз, 4е дасйоп ив и осю Ибттсотисотит Аполловя и д 
Чио осотит а4 зиреграет Евклида. | 

Изъ леммъ, относящихся къ книг% 4 {асйопафиз, приведемъ толь- 
ко слЗдующую задачу, очень просто 'разр$шенную Паппомъ: «чрезъ 
три данныя на прямой линйи точки провести три прямыя такт, 


эпох В, когда будемъь говорить о Стеварт5. 
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чтобы образующийся изъ нихъ треугольникъ былъ вписанъ въ дан- 
номъ вруг$» (теор. 117). Теоремы 105, 107 и 108 суть особые 
случаи этой задачи, въ которыхъ одна изъ трехъ данныхъ точекъ 
предполагается на безконечномъ разстояви. | 

Если предноложимъ, что положене трехъ данныхъ точекъ со- 
вершенно произвольно, то получимъ болфе общую задачу, знаме- 
нитую и по ея трудности, и но имевамъ тЗхъ геометровъ, кото- 
рые ею занимались, и въ особенности по тому, что самое общее 
и простое р$шеше ея было найдено неаполитанскимъ шестнадца- 
тилзтнимъ юношею Олтаяно (ОЦа}апо). (См. Примчаше ХПГ. 

Приведемъ наконець еще 238-ю и посл6днюю лемму, относя- 
шуюся къ /0с1 а4 зирегйсчет и выражающую свойство директрисъ 
во. всЗхъ трехъ видахъ коническихъ сфченй. «Разстоян1я каждой 
точки коническаго сфченя отьъ фокуса и отъ директрисы нахо- 
дятея въ постоянномъ отношени.» Этой прекрасной теоремы нзтъ 
въ коническихъ сфчен!яхъ Аполлония. 

39. Въ 8-й книг$ «Математическаго Собран1я» говорится глав- 
нымъ образомъ о машинахъ, которыя употреблялись въ практи- 
ческой механикЪ, и о прим$неши ихъ къ органическому образо- 
ваню кривыхъ лин. Тутъ же встр$чаются различныя геометри- 
ческя предложен1я; изъ нихъ наибол$е зам чательна теорема о 
центр$ тяжести треугольника, которую можно выразить такъ: 
«если три тфла, помфщенныя первоначально въ вершинахъ треу- 
тгольника, оставляють ихъ въ одно и то же время и движутся въ 
одномъ и томъ же направлен!и по сторонамъ треугольника съ ско- 
ростями пропорщональными длинЪ соотвЪтствующихъ сторонъ, то 
центръ тяжести остается неизм$ннымъ». 

Новфйнпе геометры распространили эту теорему на всявй мно- 
гоугольникъ, плосый или косой. Въ изданши Аесгеайоп$ та@йета- 
/диез ФОзапат Монтукла доказаль ее при помощи механическихъ 
соображен1й и думалъ, что чисто геометрическое р$шев1е пред- 
ставляетъ значительныя трудности. Рфшен!е, данное Паппомъ, 
основывается на знаменитой Птоломеевой теоремЪ объ отр$зкахъ, 
образуемыхь сфкущею на трехъ сторонахъ треугольника. Паппь 
при доказательств® считаетъ эту посл$днюю теорему извфетною и 
потомъ. позднЪе. доказываетъ ее. 
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40. Теорема 14-я той же книги доставлястъ очень простое р$- 
шене задачи: «по даннымъ двумъ сопряженных д1аметрамъ 
эллипса опредзлить величину и направлене главныхъ осей». Паппъ 
даетъ построене этой задачи, но безъ доказательства. Доказатель- 
ство было возстановлено Эйлеромъ, который показалъ кромЪ того 
много другихъ р5шенй той же задачи (№ Соттетшата Рего- 
ро[. 1. Ш. 1750—1751). Друге геометры рзшали ту же задачу раз- 
личными способами. 

РЬшивъ соотвфтетвующую задачу въ пространствЪ, т. е. задачу 
объ нахожден!и главныхъ осей эллипсоида по тремъ даннымъ со- 
пряженнымъ дламетрамъ, мы изъ нея извлекли новое построенше 
осей эллипса, которое. кажется, превосходить вс$ степени про- 
стоты, уже достигнутыя во многихъь прежнихъ ршеняхъ “3). Во- 
обще при изучен! геометр1а мы часто имЪемъ случай замЪтить, 
что рзшен1я плоской геометрии, имБющ1я себЪ соотвЪтетвенныя въ 
пространств, всегда бываютъ самыя общя и простыя. Этотъ 
принципъ можеть до извфетной степени служить пепытанемъ и 
признакомъ того, достигли ли мы всевозможной общности и пол- 
ноты рфшеня; или, другимп словами, попали ли мы на тотъ спо- 
собъ, или путь. который прямо соотвЪтетвуетъ вопросу. 

Прибавлене. Первое предложене 1У-Й книги «Математическаго 
Собраня» Паппа есть общее свойство треугольниковъ, которое авторъ 
представляетъ, какъ обобщен!е теоремы о квадратЪ гипотенузы прямо- 
угольнаго треугольника. До сихъ поръ еще не было зам чено. что это 
предложен!е есть ничто иное, только въ другой ФормЪ, какъ свойство 
параллелограммовъ, которое составляетъ въ механикЪ основане теор1и 
м0м2нтовь; это свойство было открыто только въ началь посл д- 
няго стояЪт1я Вариньономъ, который предетавьылъ его также какъ 
«нЪчто подобное 47-теорем® первой книги эдементовъ Евклида (тео- 
рем о квадрат гипотенузы)» и изложилъ его такимъ образомъ: 


43) Пусть о будетъ цептръ эллипса, оа и 06 половины данныхъ сопражен- 
ныхЪ даметровъ; черезъ а проведемъ перпендикулаяръ къ 06 и отложимъ па 
немъ отр$зки @е и ае,, равные 06; потомъ проведемъ прямыя ое и 06;: глав- 
ныя оси эллиаса д$латъ уголъ между этими прямыми и уголъ дополнитель- 
ный пополамъ; большея ось рава полусумм$ этихъ прямыхъ, а малая —ихъ 
полуразности. 
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Если надвухь смежныхь сторонах параллелограмма и на 
дзаюнали, выходящей изз той же вершины, построимз три 
треуольника, имъюиие общую вершину вз какой нибудь точ- 
КЪ 65 ПЛОСКОСТИ фицры, то сумма, или разность, двух пер- 
выть треуюльниковь будет» равна третьему треузольнику. 
(бы, Метогтез 4е ГАса4тче 4ез 5чепсез 4е Рат15, аппбе 1719). 

Еще задолго до этого времени Вариньонъ доказалъь и употреб- 
лялъ въ мехапикё теорему о параллелограим®. очень извЪетную въ 
новфйшей геометрии и которая въ сущности есть то же, что предыдущая, 
только въ другомъ видё; именно: сли дв смежныя стороны 
параллелозрамма и длалональ, выходящую изь той же вершины 
проложимё на какую нибудь прямую, то проэкщя даюнали 
бузетз равна суммт, или разности, проэкцай сторон (См. 
РтгоеЁ ф’ипе поицее Месапщие, п- №, 1687, р. 189). 

41. Въ предислови къ 7-й книгЪ «Математическаго Собраня» 
находится ясное опредЪлеше анализа и синтеза, не оставдяющее 
никакого сомнфн1я относительно точнаго и опредфленнаго харак- 
тера этихъ двухъ методовъ; т5мъ бол5е, что Папоъ въ этой книг\ 
даетъ часто прим$ры того и другаго въ примфнен!и къ одной и 
той же задач. 

Посл$ этого опред$лен1я Паппъ перечисляетъ сочинен1я о [оси 
гезоШиз, по собственному выражен1ю древнихъ. Этимъ именемъ 
обозначились тв предметы, которые долженъ быль знать всяв!й, 
вто желалъ ум$ть разрЪшать задачи. Эти сочинен!я большею ча- 
стю относились къ геометрическому анализу и вотъ, по указан1ю 
Паппа, заглав1я ихъ: одна книга а Евклода; дв книги 4е 
зесйопе гайотаз, двЪ книги 4е зесйопе зрай и двЪ книги Че (ас- 
потфих Аполлония; три книги Рог5ташм Евклида; двЪ книги ({е 
пейпайопе, двЪ книги 4е [0615 рати и восемь книгь Сола Апол- 
лон1я; пять книгъ 4 [0615 501415 древняго Аристея; двЪ книги 4е 
[0са5 а4 зирегГизет Евклида: дв\ книги де тело гавопе Эратосеена. 
Ёъ этому перечню должно еще присоединить двЪ книги 4? 5есйо- 
пе аеегизташ Аполлон1я, о которыхъ Папаъ говорить позднЪе. 
Изъ всфхъ этихъ сочинен!й до насъ дошли только Раш. Евклиха, 
семь книгъ (ол4са и послЪдн!й отлЪл. книги 4е зесНоте деетти- 
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{а Аполловя, Остальныя, на основан1и того, что о нихъ говоритъ 
Палпъ, быти возстановлены въ духЪ древности различными гео- 
метрами ХУГ и ХУП стол тя. 

42. Любовь къ геометр!и древнихъ, около в$ка тому назадъ такъ 
много способствовавшая въ возвышентю математическихь наукъ, 
особенно въ отечествЪ Ньютона, съ тЬхъпоръ значительно умельши- 
ласьи,быть можетъ ‚исчезла бн совсЪмъ,еслибы ей не оставались взрны 
итальянскегеометры. Мыобязаны въ нашевремя Фергол® и ученикамъ 
его Бруно, Флаути и Скорца важными сочпнен1ями о геометрическомъ 
анализЪ древнихъ, который возстановленъ ими въ первоначальной чи- 
стотф. Творен!я древнихъ объ этомъ предметЪ, назван1я которыхъ 
мы только что выпиеали у Паппа, составляли дополненя въ гео- 
метр!и, которыя безъ сомнфн1я ускорили бы движеше науки если- 
бы сохранились въ полнот% хо времени возрожден!я наукъ. Въ но- 
вЪйшей геометр!и вовсе н®тъ подобныхъ дополненй и мы чув- 
ствуемъ, что велЪдетв1е значительныхь успЪховъ и усовершен- 
ствован1й въ этой наукЪ., эти дополненя должны бы основывать- 
ся на совершенно ияыхъ началахъ, а не на началахъ греческой 
школы. Они должны бы прежде всего носить на себЪ отпечатокъ 
простоты и общности, которыя составляютъ главный характеръ 
новой геометрии. 

43. Почти въ одно время съ Паппомъ жиль еще геометръ Се- 
ренъ, который пртобр$лъ себЪ н$которую извфстность сочиненемъ 
0 съчени цилиндра и конуса въ двухъ книгахъ ); въ немъ онъ 
доказалъ, вопреки мнЪн!ю большинства геометровъ своего времени, 
тождество эллипсовъ, получаемыхъ отъ пересЪченя косыхъ кону- 
совъ и пилиндровъ съ круглыми основан1ями. 

Въ первой книгЪ слБдуетъ особенно зам$тить двЪ задачи, пото- 
мучто ршеше ихъ такъ просто и красиво, что хучшаго нельзя 
и желать: «косой конусъ съ круглымъ основанемъ пересЪ$ченъ по 
эллипсу: требуется провести чрезъ этотъ эллипеъ цилиндръ, осно- 
ван!емъ котораго былъ бы также кругъ, лежалий въ одной плоско- 
сти съ основатемъ конуса» (теор. 20). И обратно; ‹данъ цилиндръ, 
пересфченный по эллипсу и т. д.» (теор. 21). 


41) Галлей вапечаталъ обф эти книги ча греческомъ и ва латинскомъ язы- 
кахъ. какъ вступлен!е къ его изданю коническихъь сфчемй Аполлония. 
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Серенъ, подобно Аполлон!ю, предполагаетъ, что сфкущая пло- 
скость перпендикулярна къ осевому треугольнику конуса; зам?Ъ- 
тимъ здфсь, что съ этихъ поръ до новаго времени мы не встрф- 
чаемъ болБе ни одного сочиненя о коническихъ с$ченяхъ; а по 
тому мы должны предположить, что древнйе получали эти кривыя 
только такимъ частнымъ способомъ, т. е. посредствомъ плоскостей 
перпевдикулярныхъ къ осевому треугольнику; вопроса же о кри- 
выхъ, получаемыхъ при какомъ нибудь произвольномъ сЗченш, они 
не изслфдовали, или по крайней мЪрЪ не разр шили. Можетъ-быть 
этотъ вопросъ представлялъ имъ такля трудности, лобЪдить кото- 
рыя удалось только новымъ геометрамъ. Мы увидимъ, что честь 
этого важнаго шага въ теор1и коническихь с$чен!й принадлежитъь 
прежде вс$хъ Дезаргу, за которымъ сл$довали Паскаль и потомъ 
Де-Лагиръ. 

Сверхъ того мы должны замЪтить, что самый конусъ съ круг- 
лымъ основан!емъ, на которомъ древн1е получали коническая сЪ- 
чен1я, во всемъ остальномъ былъ для нихъ чуждъ, такъ что кро- 
мВ теоремъ объ его сЪченяхь они не знали ни одного свойства 
его. Только въ посл$днее время стали заниматься этимъ вопросомъ, 
представляющимъ новое поле для изыскалий. 

44. локлесъ, изобрЪтатель циссоиды, которою онъ пользовался 
для построен1я двухъ среднихъ пропорщональныхъ, жилъ около 
вЪка послз Паппа. Мы имБемъ данное имъ посредетвомъ кониче- 
скихъ сВченй рфшен!е трудной задачи о разд$лен1и шара плоско- 
сю въ данномъ отношеши, задачи, изелЗдован1емъ которой за- 
нимался Архимедъ, не оставивций однако обЪщаннаго построеня. 
Такъ какъ эта задача зависить отъ уравнен1я третьей степени и 
сяЪдовательно можетъ быть построена только посредствомъ кони- 
ческихъ сВчешй, или кривыхъ высшато порядка, то весьма вЪроят- 
но, что Архимедъ, всегда употреблявпий для рьшенйя только цир- 
куль и линейку. не захотфлъь продолжать этого изелЗдованля, хо- 
тя и обЪщалъь дать рфшене‘5). Построене Д1оклеса передано 


45) Эга задача заключается въ 5-мъ предложени второй книги о шар$ и 
цилинлар $. Ова послужила Пуансо поводомъ къ интересному зам Бчан!ю, 
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а 


намъ Евтошемъ въ его комментар!В на вторую книгу Архимеда 
о шарЪ и цилиндрЪ. 

45. Около средины \У столЪия математикою занимался знамени- 
тый философъ Проклъ, представитель древней платоновой школы 
въ Аеинахъ, и своими сочинен1ями и поучев1ями имфлъ существен- 
ное вл1яне на поддержан!е значен1я этой науки еще на нЪкото- 
рое время. | 

Оть этого геометра намъ остался ‘только комментарй къ пер- 
вой книгз Евклида, вЪ которомъ заключаются весьма любопытныя 
прим5чан1я, относяшаяся къ истори и метафизикВ гесметри. 
ЗдЪеь находимъ мы черчене эллипса посредствомь непрерывнаго. 
движен1я точки, лежащей на прямой лии, концы которой с сколь- 
зять по сторонамъ даннаго угла “$). 

Изъ фигософовъ, слфдовавшихъ за Прокломь и принадлежав- 
шихъ къ его школЪ, мы упомянемь о тЬхъ, которые оказали ка- 
к1я нибудь услуги геометри; вопервыхъ о МаринЪ., издавшемъ 
предислове, или введене, къ книг Даа Евклида. гдЪ онъ ука- 
зываетъ свойства и приложения этихъ теоремъ; потомъ объ ИЙси- 
дорз Милетскомъ, который былъ одинаково свфдущь въ геометрии, 
механикЪ и строительномъ искуствЪ; онъ изобрзлъь инетрументъ 
для непрерывнаго черчен1я параболы, при помощи которой рёшалъ 
задачу о удвоении куба. ВмЪестЪ съ построевлемъ эллипса, которое 
было найдено Прок.,омъ, это первые прим$ры органическаго об- 
разованая коническихъ сЪченй, сд$лавшагося предметомъ особаго 
изучен1я у новыхъ геометровъ. Инструменть этотъ, по словамъ 
Евтоц1я, походилъ на греческую букву ^. 

Евтошй (около 450 г.) ученикъ Исидора, оставилъ намъ коммента- 
рии къ коническимъ сЪчен1ямъ Аполловля и къ изкоторымъ книгамъ 
Архимеда. Комментарий его ко второй книг$ о шарь и циличдрь имф- 
етъ особенную важность для истори науки, потомучто въ вемь 


ваходящемуся въ Соттещаге 4е Реута"д, зиг {е; оеиотез ФАтемтеЧе (стр. 
469) и въ которомъ показано геометрическое звачеве корней, не относящих- 
ся къ задач о шарЪ; именно: всЪ корви относягся къ болфе общему вопро- 
су, обвимающему въ одно время и шаръ и гиперболоидъ вращенй. 

46, КомментарЯ кь &-му опредЪленю первой книги Евклида. 
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находятся отризки изъ древнфашихъ извфетныхъ намъ писателей, 
сочинен!я которыхъ до насъ не дошли. Эти отрывки относятся къ 
залачамъ объ удвоен куба и о двухь среднихъ пропорщональ- 
ныхъ. Въ началЪ этой главы мы назвали писателей, о которыхъ 
упоминаетъ Евтодй, какъ о занимавшихся этими двумя вопроса-, 
ми. ЗдЪеь же Евтоц!й по поводу рёшемя Менехма говоритъ объ 
инструмент, изобрфтенномъ Исидоромъ для черченмя параболы 
непрерывнымъ дзиженемъ. 

46. Труды только что названныхъ математиковъ были нослЬд- 
ними изъ тЪхъ, которые составляютъ славу Александрийской шко- 
лы. Искуства, и науки клонились уже къ упадку, когда Египетъ 
слЪлался добычею Арабовъ и когда пожаръ великолЪ иной библ1о- 
теки Птоломеевь, этой драгоцфнной сокровищницы вс$хъ произве- 
дензй ген1я и образованности десяти столфтий, послужилъ сигна- 
ломъ къ варварству и долгой тьмЪ, объявшей умъ человёчесяй. 

Между тЪмъ, спустя одинъ или два вЪка, сами Арабы поняли 
свое нев жество и предприняли снова возстановить науки. Отъ 
нихь достались намъ част!ю въ подлинникв, частю въ перевод% 
на ихъ языкъ, рукописи, сохранивиияея отъ’ихъ фанатической 
ярости. Впрочемъ это почти единственная услуга, которую они 
намъ оказали. Въ ихъ рукахъ геометр!я, за исключенемъ вычи- 
слен1я сферическихъ треугольниковъ, осталась на прежней степени 
развиття; въ своихь собственныхъ трудахъ Арабы довольствова - 
лись тЪмъ. что удивлялись греческимъ сочинен1ямъ и комментирова- 
ли ихъ, какь бы видя въ нихь крайн!й и непреходимый предЪлъ 
науки. 


ГЛАВА ВТОРАЯ. 


ВТОРАЯ ЭПОХА. 


1. Застой въ наукахъ у Арабовъ и другихъ народовъ продол- 
жалея посл разрушен1я Александрскаго музея около тысячи 
лЪтъ. Только въ срединЪ$ ХУ-го столЪя велЗдъ за всеобщимъ 
возрожденемъ наукъ геометрия снова получаетъ свое значенте. Ея 
успЪхи сначала были медленны., но геометрическая ученая очень 
скоро пр1обр$ли характеръ общности и отвлеченвости, котораго до 
т%хъ поръ никогда не имфли. Въ самомъ дЪлЪ, не одинъ изъ. 
прежнихъ методовъь не допускаль обобщемя и ограничивался 
только частными изслЗлован1ями, которыми онъ былъ вызванъ: 
каждая кривая (а число ихъ было очень незначительно) раземал- 
ривалась отдфльно и изслЪдовалась особымъ, только ей свойствен- 
нымъ, способомъ; такъ что свойстваея и пр1емы, помош1ю которыхъ 
они получались, не могли служить къ открытю свойствъ другой 
кривой лии. ПримЪромъ можетъ служить знаменитая задача о 
касательныхъ, которая для отдфльныхь кривыхъ, напр., для ко- 
ническихъ с5чешй и для Архимедовой спирали, разрЪ шалась весь- 
ма глубокими, но существенно различными соображен1ями, такъ что 
изъ нихъ нельзя было вывести ни какого указан1я для ръшен1я той 
же задачи относительно другихъ кривыхъ. 

Способъ истощен1я, хотя и основывался на весьма общей идеф, 
не могъ избавить геометр1ю отъ этой ограниченности и спещаль- 
ности, потомучто ему недоставало общихъ праемовъ для приложе- 
ня, и потому для него каждый частный случай Являлся Новою 3а- 
дачею, способы рёшеня которой нужно было искать въ особенно- 
стахъ соотвфтствующаго чертежа. Тфмъ не менфе этотъ способъ 
дЪлаетъ величайшую честь древнимъ геометрамъ; въ немъ лежа- 
ли зачатки цфлаго ряда методовъ опредЪлен1я квадратурз, мето- 
довъ, которые были долгое время предметомъ постоянныхъ стара- 
НЙ знаменитфйшихъ геометровъ и которыхъ конечною цзл!ю, или 
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лучше сказать торжествомъ, было изобр$тене исчисления безко- 
нечно малыхъ. 

Эти соображен1я, указывающия въ различаи между частнымъ и 
общимъ, между конкретнымъ и абстрактнымъ, главное различе гео- 
метри до ХУ столЪя оть позднфйшей, заставляютъ насъ смот- 
рфть на всю первую эпоху, какъ на время подготовленйя научна- 
го матер!ала. Характеръ общности и ствлеченности, пр1обр$тае- 
мый геометриею позднфе, высказывается все боле и болфе въ 
слфдующихь эпохахъ и въ настоящее время дЪлаеть неизм$ри- 
мымъ разстояне между современною геометр1ею и геометралею 
древнихъ. 

2. ВажнЪйшими открытями при возрождени геометр!и мы обя- 
заны Вьету и Келлеру, которые во многихъ отношеняхъ были 
первыми виновниками нашего превосходства передъ древними. (См. 
Прим чаше ХП). 

Вьетъ (1540—1608). Для усовершенствован!я платонова авалити- 
ческаго метода Вьетъ изобр$лъ алгебру, или /0415йса 5рес1оза, ко- 
торой назначен1е заключалось въ приложени анализа къ наукВ о 
числахъ; затфмъ онъ ввелъ это удивительное вспомогательное 
средство также и въ науку о протяжен!и и, показавъ графическое 
рьшение уравнен1й второй и третьей степени, ознакомилъ геомет- 
ровъ съ искусьвомъ геометрическаго построен1я алгебраических 
выводовъ. Это былъ первый шагъ къ ближайшему соединен!ю ал- 
гебры съ геометрлей, —шагъ, который привелъ Декарта къ бли- 
стательнымъ открытямъ и сдфлалея ключемъ всей математики. 

Мы обязаны Вьету учешемъ о 5есйопез апдшатез, т. е. зна- 
вемъ закона, по которому возрастаютъ, или уменьшаются, сину- 
сы, или хорды, кратныхъ дугъ, или кратныхъ частей ихъ. 

Въ сочинен1яхъ этого великаго геометра мы находимь также 
первую мысль о выражен1и площади кривой посредствомъ безко- 
нечнаго ряда членовъ. . , 

Вьеть обладалъь не менЪе глубокимъ знамемъ геометрии древ- 
нихъ. Онъ возстановилъ сочинен1е Аполлоня 4е Фасйопфиз подъ 
загланемъ АроЦотиз (аЦиз; злЪеь Вьетъ въ первый разъ ршилъ 
задачу, занимавшую въ то время геометровь и представлявшую 
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больтля трудности, именно задачу о построенйи круга, касающаго- 
ся трех. данныхъ на плоскости круговъ. Знаменитый Адр!анъ 
Романъ (Аотапиз) рЪшилъ эту задачу только при помощи двухъ 
гиперболъ. что было ошибкою противъ требован1й хорошаго пруе- 
ма, такъ какъ для этого достаточно прямой лиши. Вьеть взялея. 
изслЪдовать вновь эту задачу (Орега Уеае, стр. 395, издане 
Шутена [5сйо0еп], 1646). Съ т%хь поръ ею занимались мное 
велике геометры п предложили различныя рьшен1я, между кото- 
рыми слЪдуетъ въ особенности упомянуть рфшене Декарта, Нью- 
тона '), Томаса Симпсона, Ламберта, Эйлера и Фусса. Для но- 
вфйшихъ способовъ эта задача не представляетъ ничего труднаго; 
напротивъ того, получены р$шен1я, которыя и въ теоретическомъ 
и въ практическомъ отношенти несравненно проше и красивЗе 
всЪхъ прежнихъ *); такъ что зваменитость этой задачи заключает- 
ся теперь только въ именахъ, встр$чающихся въ ея истории $), 
Изъ трудовъ Вьета по геометрии слФдуетъ особенно замЪтить со- 
чинен!1е его подъ заглав!емъ: Уаюогит 4е гефиз таМетайс гез- 
роп5огит ег УШ, въ 20 главахъ, ГЛЪ изел$дуются главнымъ 
образомъ рзшен1я сферическихъ треугольниковъ и р$шен1я задачъ 
о удвоен1и куба п о квадратурЪ круга. Древн!е способы ршеня 


1) Аналитическое рфшеве этой задачи находится въ АгИийтейса иптоетза!1 
(зад. 47), а чисто геометрическое—въ 1-й книг5 Ружей@а риозорае пи- 
газ (лемма 16); послфднее основано на двухъ гиперболахъ Адр!ана Романа, 
но Ньютонъ ихъ не строитъ для нахожден!я точки перес$ чевя, а опред$ляетъ 
вм$сто этого дв прямыа, которыя должны проходить черезъ эту точку. 

7' Простота . построен!я не потеряется даже, если мы обобщимъ задачу и 
вмЪсто круговъ возьмемъ коническя сфчевя. (См. ПримЪ чаше ХХУШ, гд5 эта 
же задача изслфдована дла шаровъ и, еще общЪе, для поверхностей втораго 
порядка). . 

3) Камереръ (Сатетег) около 40 лБтъ тому назадъ издалъ весьма интере- 
сное сочинеше, къ которому присоединено сочинеше АроНопиз @баИиз Вье- 
та; въ заглавии указано все, содержащееся въ книг, именно: АроНотй де 
Тасвотфиз диае зирегзии, ас тазйте Геттиба Раррё т йоз [0тоз дтаесе, 
пипс рутит е4йа е сойсфиз тзер 5, сит Увае Ифтогит АроЦПотмё тези- 
Попе, абуесйз орзетоайотфиз, сотриапот биз, ас ртоМетай АроНотот 
азота. доае 1795, 11 8°. 
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двухь послфднихь знаменитыхъ задачъ, изложенных въ этомъ со- 
чиненйи с% такою точностью и съ тажимъ глубокимъ знашемъ, что 
мы должны глубоко сожалЪть объ утратЪ остальныхъ частей сочи- 
нения, которыя необходимо должны были предшествовать этой до- 
шедзней до насъ ЕНИГЪ. 

Сферическую тригонометраю Вьетъ понолнилъ весьма полезными 
открыт1ями; между ними должно упомянуть о р$5ёшени такихъ 
случаевъ, которые не имЪфли прямаго приложен1я въ астрономии, 
нанр. опредфленйе угла по тремъ сторонамъ треугольника, и Т. п. 
Эти изся$дован!я, дополнявиия учене о сферическихъ треугольни- 
кахъ, привели Вьета въ открытю двухъ общихъ формулъ, заклю- 
чающихъ въ себ всЪ случаи сферической тригонометрии. ДвЪ дру- 
гля формулы, въ сущности изв$стныя уже Грекамъ, хотя и не вы- 
раженныя ими въ окончательной формЪ, были открыты Арабами, 
которые много занимались тригонометрией. 

3, Говоря о тригонометрии, мы должны еще указать на одну 
новую и чрезвычайно счастливую мысль Вьета, — мысль, находя- 
щуюся въ прямомъ отношении къ новфйшимъ геометричсекимъ уче- 
нямъ: это— преобразован1е сферическаго треугольника въ другой, 
стороны и углы котораго извфетнымъ образомъ соотвФтствують 
сторонамъ и угламъ даннаго треугольника. Вьетъ говоритъ: «если 
изъ вершинъ сферическаго треугольника, какъ изъ полюсовъ, опи- 
шемъ дуги большихъ круговъ, то полученный такимъ образомъ 
треугольникъ будетъ взаимный данному, какъ относительно угловъ, 
такъ и относительно сторонъ». СлЗхуетъ при этомъ зам тить, что 
этотъ взаимный треугольникъ не есть совершенно то же, что те- 
перь называется полярным, пли дополнительным треуюольни- 
ком, ВЪ КОоТОромъ стороны суть дополнен1я угловъ первоначаль- 
наго, а углы-—дополнен!я сторонъ: въ треугольникЪ Вьета двФ сто- 
роны прямо равны угламъ первоначальнаго. треугольника, третья 
` же сторона есть дополнене третьяго угла. Поэтому въ треуголь- 
никахъ Вьета не иметь м$ета полная взаимность дополнитель- 
ныхЪъ треугольниковъ. изъ которой проистекаеть двойственность 
всфхъ свойствъ сферическихъ фигуръ; но самая идея этого преоб- 


разовантя треугольниковЪъ въ извВЪетныхъ случаяхъ тригонометрии 
Вып. Ш. Отд. П. 1 
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заслуживаеть вниман1я, потомучто она есть первый шагъ къ тому 
направлен1ю и первый зачатокъ тёхъ общихъ способовъ дуализа- 
ци, которые употребляются въ настоящее. время. 

Геометры, писавиие послЪ Вьета о сферической геометр!и, за- 
имствовали у него это удачное нововведен1е н преобразовывали сфе- 
рическ1е треугольиики, но всегда въ тЪ же взаимные треугольники 
Вьета. "Таковы: Адманъ Мешй (Мейиз), Маджини (Масш!), Пи- 
тискъ (РИ1зе1$), Неперъ (Мерег) и Каваллери (СауаШег!) *). Желли- 
бранъ (бе гап@) также употреблялъ это преобразоване, но онъ, 
какъ кажется, не совершенно строго соблюдалъ соотношеня, суще- 
ствуюнуя между соотв тственными треугольниками. 

ИзобрЪтателемъ настоящаго дополнительнаго треугольника, про- 
истекающаго необходимымъ образомъ изъ преобразован1я Вьета, 
былъ Снеллй. Этотъ во многихъ отношеняхъ зам чательный гео- 
метръ придалъ дополнительному треугольникузначен!еобщаго весь- 
ма полезнаго начала и показалъ его важность въ сочинени 0ДосЕ- 
”та вчапушотит, появившемся поелЪ его смерти въ 1627 году 
(Кн. Ш, теор. 8) 

Прибавлеше. Къ чиелу геометровъ, которые, подражая Вьету, 
дфлали преобразоваше еферическихъ треугольниковъ, сл дуетъ при- 
соединить Альберта Жирара (АШегё бугага), употреблявшаго тах- 
же взаимный треугольникъ въ своей тригонометри, напечатанной 
въ 1696 году, за годъ до тригонометрии Снелмя. Но этотъ гео- 
метръ разуизлъ подъ этимъ словомъ четыре различные треуголь- 
ника, составленные изъ дугь, имфющихъ полюсами три вершины 
даннаго треугольника; такъ что треугольники Въета и Снеллйя онъ 
разематривалъ также какъ взаимные. 

Руководство къ тригонометри Альберта Жирара, приложенное 
къ таблиц синусовъ, тангенсовъ и секансовъ, весьма сжато, но, 
не смотря на это, содержитъ мною интереснаго. Изъ предислов!я 


———-- 


—.— 


*) Изъ тригонометрш Вьета было бы трудно хорошенько узнать соотноше 
не между его двумя взаимвыми треугольниками, но они вполвЪ и совершен- 
но ясно приведевы Неперомъ въ Ме 10датИйтогит сапоп8 4езстр о 
(11 4, 1614) и Каваллери сперва въ Дё’ефогиит депегще итапотейсит т 
4, 1639) и позднЪе въ Т’/допотей(а р апа её зрйаетеса т &, 1643). 
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видно, что авторъ занимался вометрическим анализомь древ- 
нихь И возстановиль  сочинешя, заглайя  которыхъ переданы 
намъ Паппомъ; по этому случаю онъ говоритъ, что поел этого 
небольшаго сочинешя о тригонометри, < которое онъ даетъ какъ 
образехъ, онъ издастъ что-нибудь боле обширное». 

Вь этомъ принцип Снелл1я, если его разсматривать не 
только какъ средство для рёшеня вопросовъ сферической триго- 
нометри, но совершенно отвлеченно. можно вид$ть основан!е за- 
кона двойственности въ примЗнени къ геометри шара. Законъ 
двойственности сталъ извЪстенъ съ этого времени, но важ- 
ное значен1е его не было оц$нено, потомучто онъ нигд% не былъ 
прилагаемъ систематически и со веБми своими посл детвлями. 
Хотя обий законъ двойственности въ пространств, т. е. двоя- 
кое проявлене всЗхъ пространственныхь формъ, и могъ бы быть 
выведенъ непосредственно изъ двойственности сферическихъ трех- 
ГОЛЬниковЪ, какъ мы это покажемъ при обозрён!и пятой эпохи. 
однако онъ былъ открытъ въ первый разъ только въ послЪднее 
время и притомъ при номощи бол$е глубокихъ, но менфе пря- 
мыхъ, соображенй. 

4. Веплеръ (1571—1631). Кеплеръ въ своей «Новой Стерео- 
хетруи» °) первый разъ употребиль въ геометри безконечную 
величину; это была глубокая мысль, составляющая посл способа 
истощения, съ такимъ искусствомъ употреблявшагося Архимедомъ. 
второй шагъ къ снособу безконечно-малыхъ. Веплеръ прилагалъ 
свой методъ къ изыскан!ю объемовъ тЪлъ, происходящихъь отъ 
вращения коническаго с№чен1я около прямой, взятой въ его пло- 
скости.--обобщене задачь Архимеда о коноидахъ и сфероидахъ, 
которое было весьма важно для того времени и представляло боль - 
я затруднения. 

Кеплеру же мы обязаны замчанемъ, что приращене перем н- 
ной величины, напримфръ ординаты кривой лини, равно нулю въ 
безконечно-близкомъ сосЗдетвЪ съ наибольшимъ или наименьшимъ 


—— 


5} Мора %етгеотейча 4оПотит её с. АссеззЁ етеотетае Атеетефае 5ир- 
пететит; ш 01. Мпей, 1615. 
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значенемъ; это замфчане заключало въ себф зародышъ аналити- 
ческаго правила фе тали; её миитиз, прославившаго Фермата 
двадцать л®ть спустя. 

Мы должны упомянуть © прекрасномъ Кеплеровомъ способЪ 
проэкшй. помошлю котоваго енъ опредЗлялъь геометрическимъ по- 
строевемъ ‘обстоятельства солнечныхъ затм$н!й для различныхъ 
ифстъ на земиомъ шарЪ. Теперь мы назваля бы это превосход- 
нымъ примфненемъ способа проэктйй, несмотря на то, что оно 
сдЪлано было за 200 лБтъ ло изобрЪтеня Начертательной Гео- 
метр1и. Этотъ способъ былъ употребляемъ знаменит$йшими астро- 
номами и геометрами: Кассини, Фламстедомъ, Уреномъ, Галлесмъ 
и обобщенъ быль Хаграяжемъ въ одномъ его мемуар; любопытно 
видфть, съ кажимъ искуствомъ знаменитый авторъ №есатюие апа- 
[Ивие востюльзовалея также пр1емами Начертательной Геометр1и 
за двадщать лЪтъ до тото времени, когда появилось въ свЪтъ это 
произведене гея Монжа 6). 

Труды Кеплера открыли обширное поле для новыхъ изысканИй, 
и еслибы этотъ философекй умъ, создавший современную астро- 
ном1ю, со всею силою геня былъ боле обращенъ къ чистой 
геометри, то безъ сомнфня эта наука была бы обязана ему зна- 
чительными усп$хами. 

5. Каваллери (1598—1647). „Черезь н\%сколько лЪтъ послЬ 
появлен1я Кеплерова способа вычислен1я объемовъ коноидовъ поя- 
вилась другая теоря въ такомъ же род$ и назначавшаяся также 
для исчислен1я геометрическихъ величинъ помопию ихъ элемен- 
товъ та теор1я, обогатившая матемалическя науки и начина- 
ющая собою эпоху величайшихъ открыт!й, сдЗланныхь въ новЪй- 
шее время. находилась въ @беотейче 4ез тия Ще; 4е СахаПет, 
1635. Способъ Каваллери, удобный главнымъ образомъ для опре- 
дфленая площадей, объемовъ и центровъ тяжести тфль, замфнявиий 
собою въ течене пятидесяти лфтъ съ большимъ успхомъ инте- 
гральное исчислене,—былъ, какъ говоритъ самъ Каваллери, ни- 


6} Мемуаръ Лагранжа читанъ въ Берлинской Академ въ 17778 г. и напе- 
затанъ по измецки въ Ррйетегез 4е 1181. По хранцузски ойъ появился въ 
Соппиззатсе 4ез Тетуз 1819. 
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что иное, какъ счастливое прилежене или, лучше сказать, видо- 
измнен!е способа, истощенаа. 

6. Гюльденъ (1577—1643). ВыЪстВ съ открытями Кеплера п 
Каваллери мы должны помЪстить знаменитое правило: Гюльдена, 
извфстное уже, какъ мы говорили, во времена ПШаппа; но, око 
оставалось незам$ченнымъ и Гюльденъ открылъ его самъ ш упо- 
требляль для рЪшен1я трудныхъ вопросовъ, не поддававшихея 
другимъ способамъ. Впрочемъ этотъ способъ не могъ служить, какъ 
способы Кеплера и Каваллери, къ расширен1ю пред%ловъ геометрии. 

7. Начало второй трети ХУП в$ква, къ которому мы теперь 
переходимъ, есть эпоха самыхъ важныхъ и блистательныхь от- 
крытй. Почти одновременно являются Декартъ, Ферматъ и Робер- 
валь и открываютъ новые пути для самыхъ глубокихъ сообра- 
жевшй. 

Эти три знаменитые ученые разд®ляютъ между собою славу 
рьшен!я, каждый своимъ особымъ вутемъ, той задачи, которую 
еще ни одинъ геометръ не р$шался до тЪхъ поръ обнять во всей 
ея общности: именно общей задачи о касательныхь къ кривымъ 
лин1ямъ, —задачи, которую Декартъ желаль рфшить, какъ «самую 
прекрасную и наиболфе полезную», и которая дЪйствительно 
была необходимымъ подготовлешемъ въ изобрфтению дифферен- 
щальнаго исчисления. 

Древнле геометры опред$ляли касательную къ кривой лини 
какъ прямую, им$ющую съ кривою только одну общую точку и 
чтобн притомъ между нею и кривою нельзя было провести другой 
прямой. На основанш этого опред$лен1я они нашли касательныя 
къ нЪкоторымъ извзетнымъ въ то время кривымъ. Но изъ этого 
опредЪфлен1я проистекаетъ немного средствъ для р$шен1я задачи, 
и потому новЪйпие геометры принуждены были разсматривать 
касательныя съ иныхъ точекъ зрзн1я. Ихъ стали разсматривать, 
какъЪ сФкупйя, которыхъ точки перес$ченля сливаются; или какъ 
продолжешя безконечно-малыхъ сторонъ кривой линш, разсматри- 
ваемой, какъ многоугольникъ съ безконечно-большимъ числомъ 
сторонъ; или, какъ направлен1е составнаго движен1я, при кото- 
ромъ описывается данная кривая. 
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Первое воззрфн1е принадлежить Декарту и Фермату, хотя ихъ 
р%шен1я весьма различны между собою; второе было ясно и опре- 
дЪленно выражено Барровомъ, который при помощи его упро- 
стиль рфшене Фермата; наконецъ третье принадлежить Ро- 
бервалю7). 

Р%+шен!е Лекарта основывается на началахъ его новой геомс- 
три; о немъ мы будемъ говорить позднзе при начал нашей 
третьей эпохи. 

Теперь же бросимъ взглядъ на труды Роберваля, Фермата и 
нфкоторыхъ другихъ, современныхъ имъ, геометровъ, способство- 
вавшихъ вмфстё съ ними къ неизм$римому развит1ю въ то время 
чистой геометрли древнихъ. 

8. Роберваль (1602—1675). Способъ Роберваля для проведе- 
ня касательныхъ основанъ на учении о составныхъ движен1яхъ, 
которое за нфсколько лфтъ было уже открыто и введено въ ме- 
ханику Галилеемъ, но не было еще прилагаемо къ геометрии. 

Роберваль ясно выражаетъ свой способъ слфдующими словами: 

«Общее правило. По отличительнымъ признакамъ кривой лин 
‘которые даны). изсл$дуйте различныя (простыя) движен1я, кото- 
рыя должна имЪть точка, описывающая кривую, въ томъ м%фетЪ, 
гдЪ вы хотите провести касательную; опредЗлите направлене дви- 
женя, составленнаго изъ всфхъ этихъ составляющихъ движевйй: 
это направлене и будетъ касательная къ кривой». 

Съ метафизической точки зр$н1я этоть способъ замфчательно 
сходенъ съ способомъ флюкай, установленнымъ гораздо поздн%е 
Ньютономъ. Но въ рукахъ Роберваля онъ не могъ повести ко 
всЪмъ послфдетнямъ. къ которымъ онъ былъ способенъ, и честь 
открыт1я которыхъ принадлежить Ньютону, потомучто въ то 
время не было еще необходимаго для этого однообразнаго анали- 
тическаго прлема. Тфмъ не мене мысль Роберваля, во многихъ 


7 Впослфдствш Маклоренъ въ своей теор!и Флюкс!й возвратился къ 
опред$леню древнихъ, какъ наиболЪе удовлетворяющему геометрической стро- 
гости, которую онъ хотфлъ сохранить въ этомъ сочинении. Лагравжъ также 
приналъ его въ основан!е въ прекрасной теор соприкосновен!й въ Т/айе’ 
4ез Ропсйотз апа!у4дуцез. 
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отношеняхъ новая и по истинЪ философская, даетъ этому гео- 
метру почетное мЪсто въ истори математическихь открыт. 

ДЪйствительно, въ принцип Роберваля открывается новый спо- 
собъ разсматривать величины и находить между ними соотноше- 
ня. До этихъ поръ въ геометраи величины предполагались окон- 
чательно сложившимися; эти величины, или ихъ части, сравнива_ 
лись между собою. Роберваль, восходя къ самому происхожденю 
количествъ, вводитъ въ геометрию причины, которыя по его воз- 
зрён!ю ихъ образуютъ, и изъ соотношенй между этими причина- 
ми выводить заключене о соотношеняхъ между самими количе- 
ствами. Причина, производящая количества, но его представлен1ю. 
есть движене. 

Составлен1е движен!й было извфстно уже хревнимъ, какъ мы 
это видимъ въ механическихъь вопросахъ у Аристотеля 3); при- 
томъ они уже прилагали его къ геометр!и при образован! н$ко- 
торыхъ кривыхъ. Доказательствомъ служить способъ Архнмеда 
описывать спираль чрезъ составлен1е круговаго и прямолинейнаго 
движеня и способъ образован1я сферической спирали Паппа. Но 
геометры эти примЗняли поняте о движене только къ отл$ль- 
ныхъ кривымъ; они не им$ли даже мысли основать на этомъ, какъ 
Роберваль, способъ образован1я всфхъ кривыхъ и, главное, не 
употребляли этого принципа для открытя свойствъ кривыхъ 
ЛИНИЙ. 

То обстоятельство, что способъ Роберваля облалаль совершен- 
ною общност!ю, заслуживаетъ особаго вниманйя, потомучто въ 
ту эпоху геометрая приводилась еще къ отд$льному изученю кри- 


3) Рае уИит, диойезситдцие айдша рег Фатетит 4ирИсе 5, т @етза. 
1епаеще, атрейщит, Шиа песеззатто [еттё зесипаит тай опет (иетгит. Опаез1- 
шесрап. сар. И 

Аристотель возвращается къ этому принципу въ 23 вопрос и показываетъ, 
что колизчествои направлене составнаго движев!я можетъ быть весьма раз- 
лично, смотря по тому, составляютъ ли ваправленя слагающихъ движен! я 
больш!й или меньший уголъ. 

Знаменитый Филосохъ говоритъ еще довольно опред$лительво о томъ же 
принцип $ въ УП] главЪ 19-й книги своей Метафвзики. 
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выхъ, разематриваемыхъ порознь. Это быль одинъ изъ первыхъ 
примфровъ перехода оть конкретныхъ идей къ абстрактнымъ ВЪ 
наукЪ о пространств$. 

Изъ снособа Роберваля было сдфлано иЪзсколько онтибочныхъ 
прямЪнен!й, вслфдств!е несоблюдения правилъ составлен1я движе- 
НЙ, кажъ это случалось также н$околько разъ и въ воиросахъ 
механики. Но эти ошибки. происходивпия отъ недоетатка внима- 
ня, нисколько не касаются самаго метода, главное правило ко- 
тораго выражено Робервалемъ совершенно строго, (хотя доказа- 
тельство его изложено н довольно трудно) и тринаднать приложе- 
н; къ весьма разнообразнымъ кривымъ 9), сдФланныхь самимъ 
авторомъ, вполнЪ точны. 

Теорля, Роберваля стояла на одной высотЪ съ воззрЪнями Де- 
карта и Фермата и уступала имъ только потому, что они пользо- 
вались могущественнымъ пособ1емъ анализа, безъ котораго они 
были бы безплодны. Роберваль умЪлъ оцфнить это преимущество 
въ способахъ своихъ знаменитыхъ соперниковъ. Мн$вше, которое 
онъ высказалъ по этому поводу въ письмВ къ Фермату, намъ ка- 
жется, можно считать справедливымъ. Говоря о различпыхъ при- 
ложен1яхъ своего метода, Роберваль прибавляетъ: «Этотъ методъ 
изобр$тенъ не на основан!и той возвышенной и столь глубокой 
геометр!и, какъ вашъ способъ и способъ Декарта, и потому онъ 
представляется не столь искуснымъ; въ замфнъ этого онъ кажет- 
ся мнЪ боле простымъ, естественнымъ и болфе короткимъ; такъ 
что для везхъ касательныхъ, о которыхъ я говорилъ, мн не 
было лхаже надобности браться за перо» (Оеиогез 4е Есгтаё, 
р. 165). 

9. Роберваль былъ соперникомъ Фермата также во всВхЪъ во- 
просахъ о размБрахъ фигуръ и о ихъ центрахъ тяжести, —въЪ во- 


3) Парабола; гипербола, эллипсъ, конхоида Никомеда, различныя другя кон- 
хоиды, улиткообразвая Паскаля, спираль Архимеда, квадратрикса Динострата, 
циссоида Д!оклеса, циклоида, сопутствующая циклоиды (9610248 з0сза)и парабола 
Декарта (кривая третьяго порадка, которую Декартъ производилъ непрерыввымъ 


движенемъ и употреблялъ въ своей геометр! и для построен!я уравнений 
тестой степени). 
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просахъ, которые близко касались современнаго намъ интеграль- 
наге исчиелен1я. Для р$®шен1я такихъ вопросовъ онъ изобр%лъ 
способъ, сходный съ способомъКаваллери, но обработанный бол$е 
согласно съ геометрическою строгоет!ю. Этотъ способъ, ночерпну- 
тый имъ, по его словамъ, изъ внимательнаго чтеня сочиненй 
Архимеда, онъ назвалъ Ггайе 4ез т4иляез. Почти достовфрно, 
что онъ имъ уже владфлъ прежде появлен!я способа Каваллери, 
но хранилъ его 3% рейшо, чтобы имфть передъ своими соперниками 
лестное преимущество, разрзшая при помощи его весьма трудныя 
задачи. Отъ этого вся честь столь полезнаго открытя досталась 
на долю Каваллери 1°). 

10. Ферматъь (1590—1663). Способъ Фермата для проведе- 
н1я касательных основанъ на одинаковыхъ началахъ съ его 
прекраснымъ методомъ Ве тахита5 её тилитиб, въ которомъ имъ 
первымъ введена безконечность въ вычислене, подобно тому какъ 
Кеплеръ ввель ее въ чистую геометраю. По этой причин Ферматъь 
считается первымъ изобр$тателемъ исчисленля безконечно малыхъ. 

Слдующее м%сто. взятое изъ Сасш 4е ГопсНопз знаменитаго 
Лагранжа, показываетъ ясно и точно идею и механизмъ спосо- 
бовъ Фермата и связь ихъ съ новфйшими пр1емами исчислевя. 
«Въ своемъ методз Де тахипл; её тиитв Ферматъ полагаетъ 
выражен1е количества, для котораго ищется татипит, или тит:- 
тит, равнымъ выражен!ю того же количества, но въ которомъ 
неизвЪстное увеличено на неопред$ленную величину. Въ этомъ 
уравнени онъ уничтожаетъ радикалы и дроби, если они тамъ на- 
холятся, и, сокративъ обще члены въ обфихъ частяхъ, дЪлитъ 
вс остальные члены на неопред$ленную величину, которая вхо- 
дитъ общимъ множителемъ; послЪ этого онъ полагаеть неопредЪ- 
ленную величину равною нулю и получаеть такимъ образомъ урав- 
нен1е ‘для опред$лен1я неизвёстной. Но съ перваго взгляда вид- 


10) Трайе 4ез таг“ ез, также какъ и большая часть сочинсн!й Роберваля, 
появилась только черезъ двадцать л$тъ послЪ его смерти въ Сборник: Д-- 
тет; оцогадез 4е тиилетадиез её 4е рйузцие раг М, М. де ГАсааептие тоуое 
4е$ зсетсезу т №]. 1693, и потомъ въ УГ том прежвихъ /(6т01"ез Че ГАса4е- 
те @ез зсепсез. 


66 ИСТОР1Я ГЕОМЕТРАИ 


но, что тотъ же результатъ получается по правилу дифференщаль- 
наго исчислен1я, которое заключается въ томъ, что диффхеренщалъ 
выражен1я, для котораго ищется шахипош, или ппиит, относи- 
тельно перем$ннаго, приравнивается нулю; основане въ обоихь 
случаяхъ одно и тоже: члены, исчезающие какъ безконечно ма- 
лые въ дифференщальномъ исчислени, приравниваются нулю въ 
способЪ Фермата. Его способъ касательныхь проистекаетъ изъ то- 
го же начала. Въ уравнен1и между абсциссой и ординатой, которое 
онъ называетъ отличительнымъ свойствомъ кривой, онъ увеличи- 
ваетъ, или уменьшаетъ, абсциссу на неопред$ленное количество и 
разематриваетъ новую ординату какъ общую для кривой и для 
касательной; отсюда получается уравнене, которое онъ изсл$дуетъ 
такъ же, какъ въ случа талтит и питтит. ЗдЪеь опять видно 
сходетво способа Фермата съ дифференщальнымъ исчисленемъ: 
неопред®ленное количество, придаваемое къ абсцисс®, соотвЪт- 
ствуеть ея дифференщалу, а получающееся при этомъ приращене 
ординаты —дифференщалу ординаты. Весьма замЪчательно, что въ 
сочинени, заключающемъ въ себф открыте дифференшальнаго 
исчислен1я и напечатанномъ въ Лейпцигскихъ Актахъ за октябрь 
1684 г. подъ загламемъ: Лоза тешодиз рто таллта5 её пититиз 
е{с., Лейбницъ называетъь дифференщаломъ ординаты лин!ю, отно- 

юзя къ произвольному приращен!ю абециссы, какъ ордината 
относится къ субтангенсу; это сближаетъ его анализъ съ спосо- 
бомъ Фермата» !',. 


\ 


11, Пуассонъ высказался не столь рЪшительно, какъ Лагранжъ, по поводу 
этого важнаго вопро`а. Безпристрасте, съ которымъ мы обязавы относиться 
кь этому обстоятельству въ исторш науки, гдЪ рЪчь идетъ о томъ, чтобы 
приписать Фермату открыт!е, распространившее столько славы на Англ!ю и 
Герман!ю, заставляетъ насъ привести слова Пуассона, которыя притомъ зна- 
коматъ самымъ аснымъ образомъ съ идеей способа Фермата и точно указы- 
ваютъ отт$нокъ, отличающй этотъ способъ отъ изобр$теня Лейбница. Фер- 
мату принадлежитъь Философская идея, Лейбницу необходимое оруде, чтобы 
ею пользоваться. 

«Съ приближешемъ къ тажтит или тиитит количество измфнается все 
«мензе и менЪфе и дифхеренцэлъ его исчезаетъ, когда оно достигаетъ одной 
«изъ этихт крайнихъ величинъ. Исходя изъ этого начала, Ферматъ напалъ 
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Мнъне Лагранжа о долф, принадлежащей Фермату въ изобрЪ- 
тени новыхъ исчисленй, было также мнфн1емъ его знаменитых 
современниковъ Лапласа и Фурье. Еще въ то время, когда никто 
не думалъь отстаивать въ пользу Фермата принадлежащую ему по 
справедливости славу, оно было высказано Даламбертомъ 1*), кото- 
рый съ такою глубиною и проницательностю писалъ о метафизи- 
Б% геометри, и даже еще Бюффономъ, переводчикомъ Георги 
Ффлюкстй и восторженнымъ почитателемъ великаго Ньютона '°). 

11. Ферматъ, вмЪстЪ съ Паскалемъ, былъ изобр$тателемъ исчи- 
слен1я вЪ%роятностей, одного изъ лучшихъ произведенй ХУП 
вЪка. 


«на счастливую мысль давать безконечно малое приращене перем вному, отъ 
«котораго зависитъ изслфдуемая величина, и для нахождевя тахтит или 
«пиптипит приравнять нулю соотвфтственвое приращеве этой величнвы, ‘при- 
«веденное предварительно къ одинаковому порядку съ приращенемъ перем$н- 
«наго. Этимъ способомъ онъ опред$лилъ, по какому пути долженъ идти лучъ 
«свфта при переходЪ изъ одной среды въ другую, предполагая, согласно съ 
«принятой имъ теорей, что время перехода должно быть наименьшее. Ла- 
«гранжъ по этой причивЪ признаетъ его первымъ изобр$фтателемъ дифферен- 
«Щальнаго исчислевя; во это исчислеше состоитъ изъ цЪлой совокупности 
«правилъ, непосредственно ведущихъ къ дихференщаламъ всфхЪ возможныхъ 
«ФУНКЩЙ, а ве только въ употреблевни безкозечно-малыхъ измфнен!й для рф- 
«шен!я той или другой задачи, въ этомъ отношенш изобрЪтене дифферен- 
«Цальнаго исчисленя ве восходитъ далфе Лейбница, изобр$тателя того сим- 
«волическаго обозначен!я, которое съ самаго яачала было принато почти всю- 
«ду и способствовало главнымъ образомъ усо$хамъ анализа безковечно-ма- 
«лыхъ» (Метоёге зиг 1е сс 4 чатайотз, раг Ро550й, ша ГАсайбите 
1е 10 поуетжге 1831, шзбгё Чао$ |е 1. ХИП 4ез Метогез 4е ГАсайетие 4ез 
5с4еп1се5). 

12) «Декарту мы обязаны приложенемъ алгебры къ геометрт, на которомъ 
«основывалось дихферевщальное исчислен!е; Фермату же первымъ приложе- 
«вемъ анализа къ дихФеренцальнымъ количествамъ для нахожден!я касатель- 
«ныхъ; новфйшая геометрия есть ничто иное какъ этотъ послЪдн!й способъ 
«въ боле общемъ видЪ» (Впсусоре@е, Аг. авоте“е). 

13) «Ферматъ нашелъ средство дла исчислен!я безконечныхъ и далъ прево- 
«сходный способъ для нахождения наибольшихъ и наименьшихъ; аомимо 
«обозначен1я этотъ способъ одинаковъ съ тфмъ, который употребляется въ в 
«ше время; наконецъ способъ этотъ былъ бы дифФхеренщальнымъ исчислешемъ 


«еслибы авторъ обобщилъ его». (Предислов!е'’ къ переводу Ме ое 425 [/и- 
24015 де №щ{0т). 
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Ему не было равнаго въ теорти чиселъ: онъ влад®лъ безъ сом- 
нзня какимъ-нибуль простымъ способомъ, который намъ еще не- 
извзстенъ, несмотря на значительные усеп$хи неопредфленнаго 
анализа; потомучто прекрасвыя теоремы ег0о, оставленныя намъ 
безъ деказательствъ, занимали собою потомъ самыхъ лучшихъ ге- 
ометровъ и были доказаны только мало по малу, съ большимъ 
‘трудомъ и посредетвомъ различныхь пруемовъ. 

Хотя Ферматъ съ особою любов!ю занимался преимущественно 
числовыми изысканями, однако и геометря обязана ему также 
прекрасными открытиями. 

По образцу Архимеда, который нашелъ квадратуру параболы, 
Ферматъ опред$лилъь площади параболъ веЗхъ порядковъ; сверхъ 
того онъ нашелъ объемы и центры тяжести параболоидовъ и дру- 
гихъ ТЪлъ; открылъ также свойства спирали, отличающейся отъь 
спирали Архимеда. Онъ пошель даже дальше главы геомет- 
ровъ древности. разрЪшивъ посредствомъ чисто геометрическаго 
способа, сходнаго съ способомъ истощенля, задачу, которой у Ар- 
химеда нфтъ и сл$да и которую Декартъ считалъь выше силъ че- 
лов$ческаго ума, именно задачу о полномъ распрямлен!и куби- 
ческой параболы и н$которыхъ другихъ кривыхъ (Де Ппеагит 
ситвагит сит лез тесйз сотратайопе. Оеиотез 4е Ееттай, р. 89), 
но такъ какъ его сочинене появилось только въ 1660 году, то 
ВЪ этомъ важномъ открытии распрямленя кривыхъ лин!Й Ферматъ 
былъ предупрежденъ Нейлемъ и Фанъ-Геретомъ. 

Возможность для р$шенля большинства изъ этихъ важныхъ во- 
просовъ доставлена была Фермату его способомъ Де тахитл5 еЁтл- 
пп15. Однимъ изъ лучшихъ приложевй этого способа было при- 
ложене къ явленйямъ преломленя свфта, возбудившее знаменитый 
споръ между нимъ и Декартомъ. Ршен!е Фермата оказалось под- 
твержден1емъ правила, найденнаго его славнымъ соперникомъ, пра- 
вила, которое онъ до тфхъ поръ оспаривалъ. Это р$шеюе такъ 
‘изящно, что Фермату сл$дуеть приписать вмЪет съ Декартомъ 
честь расширеня предЪ$ловъ геометри прим$нешемъ ея къ изу- 
чен1ю явлений природы. 

12. Ферматъ занимался также другимъ отд$ломъ геометраи, от- 
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носящамся къ геометрическому анализу древнихъ и названнымъ 
нами геометрею Аполлон. 

Онъ возстановиль по указанямъ, оставленнымь Папломъ. яло- 
ская мьста Аполловя. Въ письм$ ‘къ Ребервалю Ферматъ заявилъ. 
что имъ найдено еще много другихъ прекрасных и достойныхъ 
вниман!я прехложенй; не напечатаны были и сдфлались извЪфетны 
намъ только двЪ книги Аполлон1я. 

Онъ ноказалъ средство находить плосюя и тфлесныя мЪста по- 
мою общаго аналитическаго пр1ема и научиль пользоваться 
этимъ премомъ для построен1я задачъ посредствомъ геометриче 
скихъ мзстъ. Этотъ премъ состоять въ употреблени координатъ 
Декарта, которыя были придуманы Ферматомъ прежде, нежели зна- 
именитый философъ издалъ свою геометрию. 

ВпослЗдства Ферматъ распространилъ этоть пр1емъ и прим\ф- 
нилъ его къ рёшен!ю труднаго вопроса объ общемъ построении 
геометрическихъ задачъ помощ1ю прост$йшихъ кривыхъ. При этихъ 
изыскаюняхъ о степени кривыхъ, необходимыхъ для построеншя 
какого-нибудь уравнен1я, онъ пришелъ къ общему выводу, дока“ 
зательство котораго далъ впослБдетыи въ Лейпцигскихь Актахъ 
1688 года Яковъ Бернулли, упрекавиий геометрю Декарта за 
опущев1е этого общаго вывода. состоящаго въ томъ, что всегда 
достаточно, чтобы произведене порядковъ употребляемыхъ кри- 
выхъ лин! было не меньше степени уравненя !*. 

13. Въ своемъ сочинени Де сощасифиз зрйаетсв Ферматъ пер- 
вый разр$шилъ вполн$ задачи о прикосновени шаровъ, подобно 
тому, какъ это сд$лаль Вьетъ для прикосновевля круговъ въ 4ро/- 
[оти5 баЦиз. 

Вопросъ этоть былъ предложенъ ему Декартомъ, который въ 
своихъ письмахъ говоритъ, что разрЪшилъ его посредствомъ пря- 
мой лини и круга; но рБшевше это до насъ не дошло. 

Сочинен1е Фермата отличается полнотою и написано въ хоро- 
шемъ чисто-геометрическомъ стилЪ. Но надобно замфтить, что въ 


1) Пе зоиоте ргоМетиит деотетсотит ре’ сигоаз триста, @с 
Орега уапа р. 110. 
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послБднее время изложене этого предмета стало гораздо лучше !5), 
и воть именно въ какихъ отношетяхъ. Въ сочинении Фермата 
кром главной задачи о шар касающемся четырехъ другихъ, за- 
ключается еще четырнадцать другихъ задачъ, которыя въ сущно- 
сти представляютъ частные случаи главной; но ихъ необходимо 
разр шить предварительно, одну за другой, чтобы этимъ посл%до- 


15) До начала ныяфшняго стол$т!я не было другихъ сочиненй о прикосно- 
веши шаровъ, кром$ сочиневя Фермата. Но въ эту эпоху вопросъ этотъ при- 
влекъ внимане нфкоторыхъ учениковъ Монжа; ови взглянули на предметъ съ 
новой точки зрфвя, которую уже можно было предугадать въ общности пр!е- 
мовъ и соображенй, составляющихъ характеръ геометрш знаменитаго учите- 
ля. Первыя попытки эти были помфщены во второмъ нумерЪ Т-го тома Сог- 
гезротаетсе роййеслт ие; кратюй разборъ мемуара Дюпена, который долженъ 
былъ служить ихъ нополнешемъ, явился позднфе въ томъ же изданш (1. П 
р. 490); изящные и новые результаты, находяциеся въ вемъ, заставляютъ со- 
жалЪфть о томъ, что знаменитый академикъ не публиковалъ своей работы. 
Готье 'СашИег), профессоръ въ Сопзегуа юге 4е$ аг{$ её шёПетз, взался сно- 
ва за этотъ вопросъ и изсл$довалъ его съ совершенно новою и окончатель- 
но удовлетворительною общностью. НовЪйшие методы довели этотъ предметъ 
еще до большей простоты. Одни изъ этихъ изслфдованй имфютъ чисто на- 
чертательный характеръ, т. е. въ нихъ не разсматривается никакихъ соот 
ношен!й между величинами лин! й; они суть самыя обиа и самыя простыя. 
Между другими, вводящими понят!е о мфрЪ и требующими составленя н%ко- 
торыхъ соотношеиШ между лин!ами, должно отличить изслфдован:я знамеви- 
таго Ферголы и ученика его Флаути, вапечатавныя въ Метоё“ез Це Г Асаде- 
пие 4ез зсетсез ае Марйез (См. также беотейма 4еР 50 соч. Наци изд. 
второе 1851 г. стр. 156). 

Вопросъ о шарЪ, касающемся четырехъ другихъ, есть одинъ иэъ тЪхъ, въ 
которыхъ геометр!я долгое время им$ла преимущество передъ анализомъ. 
Эйлеръ представиль Петербургской Академи въ 1779 году два аналитическя 
рЪшен!я, которыз помфщены были только въ начал$ нынфшняго столЪт1я въ 
Весие! этой Академш за 1807 и 1808 годъ (напечатаны въ 1810 г). Карно 
уже указалъ на аналитическое рёшене въ своей (боте“е @4е розйют (стр. 
416), во онъ ие выполнилъ всфхъ исчислев!, которыя должны были приве- 
сти его къ уравнен!ю второй степени. Въ ваше время Пуассовъ первый раз- 
р»шилъ вполн% этотъ вопросъ путемъ вычислешя { ВиШет 4е (а 5066 рйе- 
[ото щие 1819 г. стр. 141}. Вскор$ послЪ этого Бине и Франсе предложили 
еще два другя авалитичесмя рфшен!я. См. Гоигпай 4е Гесойе розиесртацие 
тетр. 17 и Алпа!ез 4е тата ие томъ Ш). 
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вательнымъ путемъ дойти наконець до рЬшен1я конечной задачи, 
которое хотя изящно и очень просто, но не включаетъь въ себЪ 
всЪхъ частныхъ случаевъ вопроса, а напротивъ само приводится 
къ одному изъ такихъ случаевъ. Современная геометр1я посту- 
паетъ не такъ: она сразу даетъь р$шене общей задачи ивъ этомъ 
р»шени заключаются всЪ частные случаи, черезъь которые Фер- 
матъ долженъ былъ перейти. Легко понять, какъ много выгодъ въ 
такой общности понятий и пр1емовъ и нельзя не видть въ этомъ 
истиннаго усп$ха для науки. Позволимъ себф прибавить, что это- 
му вопросу можно придать еще иного рода обобщене, именно раз- 
сматривать вм$сто четырехъ шаровъ четыре поверхности втораго 
порядка, подобныя между собою, или даже вообще четы- 
ре какя нибудь поверхности втораго порядка, лишь бы онЪ 
были вписаны всЪ въ одну поверхность тото же порядка. Въ этомъ 
видЪ задача включаеть въ себф, какъ частный случай, задачу о 
четырехъь шарахь (См. ПримЪчане ХХУШ). 

Это сравнен!е рфшен1я Фермата съ новфйшими не будетъ, мо- 
жеть-быть, сочтено здЪсь неумфетнымъ, такъ какъ оно указы- 
ваеть на характеръ усифховЪъ, сдЪланныхъ геометрею. и на то 
направлене, по которому она должна стремиться даже въ такихъ 
вопросахъ, гдЪ мы слишкомъ часто ограничиваемся удивлетемъ 
къ трудамъ великихъ геометровъ, какъ бы не смЪя даже предпо- 
латать, чтобы усовершенствовантя въ наукЪ могли ихъ коснуться. 

14. Ферматъ обфщалъ и началъ возстановленле поризмъ Евкли- 
да; этому слову онъ придавалъ иной смыслъ, нежели какой при- 
нлтъ былъ впослЪлетви всЪми на основанйи истолкованя Р. Сих- 
сона. Но если знаменитый шотландскй геометръ разгадалъь и 
возстановилъ Форму изложен!я поризмъ, то Ферматъ не менфе его 
проникъ можетъ-быть въ эту тайну угадавъ цЪль, назначенте и 
ту пользу, которую Евклидъ признавалъь за своимъ сочинетемъ 
о поризмать. Но Ферматъ выражается объ этомъ предметЪ такъ 
кратко, что. можетъ-быть, нужно было @ ргю"т опред$лить идеп 
и ЦЪли, которыя мы усматриваемъ, какъ намъ кажется, въ его 
воззрфн1и на поризмы; поэтому мы оставляемъ до другаго времени 
болЪе подробное сужлене объ этомъ. 
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Пять предложен1й, оставленныкъ Ферматомъ ак прим$ры, 
нд какъ зресипеп поризиъ, заставлають жалфть, что онъ ме иро- 
должажь этого труда. Особенно третья изъ этихъ поризмъ делжиа 
заслуживаль полнаго вниман1я геометровъ, такъ какъ это одна изъ 
прекрасен йшиахъ и наиболзе полезныхь теоремъ въ теори кони- 
ческихъ ефченй. Она есть ничто иное какъ знаменитая теорема 
Дезарга о инволющи шести точекъ,-—зеорема столь хорошо извфст- 
ная въ новой геометрии. Другая поризма, которую Ферматъ предло- 
жилъ для доказательства Валлису. есть частный случай общей те- 
оремы въ примфненши къ нараболВ !). 

Ферматъ обфиалъ не только возстановлен1е трехъ кНИГЪ 10- 
ризмъ Евклида: онъ имфлъ въ виду распространить это учене 
далфе предзловъ, установлеиныхъ греческимъ геометромъ, и при- 
ложить его къ коническимъ сЪченямъ и кривымъ другаго рода. 
Онъ говоритъ, что открыл вещи неизвЪстныя и зам чательныя !"). 

Мы далеки отъ того, чтобы считать. какъ Р. Симсонъ, такое 
обЪфщане слишкомъ см$лымъ; мы видимъ въ этомъ только при- 


# 


16) р. Симсонъ заимствовалъ у Фермата эти. два прекрасныя предложен!я и 
доказалъ ихъ: первое въ своемъ трактат о поризмэахъ подъ и 81, а 
потомъ то и другое въ Трактат$ о коническихъ с®чен1яхъ, Кн. 5-я 
теоремы 19 и 19. Второе, отвосящееся къ парабол%, было также воспроиз- 
ведено въ Дёопптаётге 4е тийетийциез раг Отапат, въ статьЪ о поризмахъ. 

17) Лпо её Еисй4ет грзит ртототебтиз её ротатица т сот зееНотфиз 
её а! учафизситие сми; пита а зате, её падепиз 2дтоа деедетиз (Уа- 
на орега Ма\етайса, р. 119). 

Это обЪщан!е. которое мы, принимая въ соображене взрвость сужденя и 
благородный характеръ автора, ве имфемъ говода считать преувеличенвнымъ, 
показываетъ вамъ, какъ важно было бы для геометри отыскан рукописей 
Фермата, о утрат$ которыхъ сожал$ли до сихъ поръ преимущественно по 
отношен1ю къ анализу, 

Можно надЪаться, что мы не навсегда лишены этихъ драгоцфиныхъ сочине- 
НЙ. Либри, посвятивций себя изыскан1ямъ по общей исторшм наукъ, уже оты- 
скалъ два, до сихъ поръ неиздавные, отрывка и нашелъ нЪсколько указашй, 
подающихъ вадежду къ новымъ открытямъ. Высоюй умъ этого знаменитаго 
изслЪдователя служитъ ручательствомъ, что онъ при своихъ изыскан!яхъ бу- 
детъ высоко цфнить отрывки по чистой геометрии, также какъ и произведения 
ген1!я Фермата, относящ!яся къ анализу. 
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знакъ того, что Ферматъ разгадалъ истинный смыслъ ученая Евкли- 
да и ум$ль понять всю важность и пользу его. 
Прибавлеше. Ферматъ писалъ также о мостах на поверт- 


ности. 

Мерсеннъ говоритъ объ этомъ сл$дующииъ образомъ: Ошо 
[0с05 @4 зирег[ слет, сиди 15адодет от з4ет СТ. (Еегтай из) 
итс15 сопипипет еси, её айа диае «ппат аб в0 апт 
трей’етиз (Си. Отоегзае беотейчае пизлаедие тафетайсае 
591055; ш—4, 1644, р. 388). 

Паскаль. (1623—1662). Въ тоже самое время Паскаль, обра- 
тивъ внимане, съ свойственною его уму проницательност!ю, на 
способъ недфлимыхъ Каваллери, доказалъ его съ полною строго- 
сто и въ самомъ общемъ видф приложиль къ труднёйшимъ во- 
просамъ о поверхностяхъ, объемахъ и центрахъ тяжести т$лъ. 
Эти изыскан1я, представляюпия драгоц$нный памятникъ силы че- 
ловфческаго ума, касались близко интегральнаго исчислен1я: они 
составляютъ связь между Архимедомъ и Ньютономъ. 

При помощи этого способа Паскаль превзошелъ всфхъ знаме- 
нитфйшихъЪ геометровъ въ изыскатяхъ свойствъ циклоиды. 

Эта знаменитая кривая, истор1я которой тфено связана со вс$- 
ми великими открыт1ями ХУП в$ка, была уже предметомъ изуче- 
н!я Галилея, Декарта, Фермата, Роберваля, Торичелли. Оставлен- 
ная на нфкоторое время, она была снова выведена на сцену 
Паскалемъ, который какъ бы желалъ, чтобы многочисленные труд 
ные вопросы, къ которымъ даеть поводъ эта кривая, служили 
испытан1емъ и мЪфрою силъ и способностей геометровъ того вре- 
мени. Уренъ, Слюзъ, Валлисъ, Гюйгенсъ, Ла-Люберъ, Фабри отоз- 
вались на этотъ вызовъ и каждый изъ нихъ разр шилъ большую- 
или меньшую часть предложенныхъ вопросовъ, оставляя Паскалю 
славу полнаго рёшен1я. Послф этого циклоида вступила въ третью 
фазу, во время изобрфтеня дифференщальнаго исчисленя. Сверхъ 
прекрасныхъь и разнообразныхь геометрическихь свойствъ, она 
обнаружила тогда въ рукахъ Ньютона, Лейбница, Бернулли и мар- 


КИЗа ЛТопиталя еше новыя свойства, почерпнутыя изъ механиче- 
Вы’ Ш. отд. п. э 
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скихъ соображен!й и увеличивния еще бол$е важность и знамени- 
тость этой удивительной кривой лини. 

Движене колеса по плоскости, служившее поводомъ къ открытю 
циклоиды, представляетъ другое образованте этой кривой, на ко- 
торое, мнф кажется, не было обращено вниман1я, именно: обвер- 
тка пространства, пробтае мало даметромьз колеса, есть также 
циклоида ®). 

Изучеше этой кривой повело къ цЪлому многочисленному классу 
лин!й, производимыхъ движенемъ данной кривой по другой непод- 
вижной кривой; эти лини были разсматриваемы во всей общности 
Лейбницемъ, Де-Лагиромъ, Николемъ и др. Германъ и Клеро рас- 
пространили туже теорлю на кривыя лини, описываемыя подоб- 
нымЪ же образомъ на сферз. 

16. Труды Паскаля по другому отдфлу геометр!и, относящемуся 
къ геометрическому анализу древнихъ и къ теори коническихъ 
сЪчешй, заслуживаютъ вниман!я не менфе его замфчательныхъ 
изслёдован!й циклоиды и не менфе другихъ приложен!й способа 
Каваллери. Въ этихъ изслфдован1яхъ, также какъ и въ сочинени 
Дезарга объ этомъ предмет, мы находимъ зародышъ новЪйшихъ 
учен1й, составляющихъ новую геометр1ю. Поэтому мы должны го- 
ворить съ нфкоторою подробностю объ этой части открыт Па- 
скаля. 

Самое выдающееся изъ нихъ есть открыт!е прекрасной теоремы 
о мистическомъ шестиугольникЪ (дехадтатте тузйцие), которая 
была удивительнымъ оруллемъ въ рукахъ Паскаля. Подъ этимъ 
назватемъ разумЪется то свойство всякаго вписаннаго въ кониче- 
ское сЪчеше шестиугольника, что три точки встръчи противо- 
положныхь сторон вседа находятся на одной прямой. Коничес- 
кое сБченте опред$ляется пятью точками; поэтому теорема за- 
ключаеть въ себф соотношене между положешемъ всякой шестой 


ТОЧКИ кривой И ПЯТЬЮ данными точками, и слфдовательно эта 
18) Эпициклоиды также способны къ такому двоякому происхожденно и отсю- 
да выводятся различныя свойства этихъ кривыхъ. 
Если вмфсто д1аметра будемъ разсматривать въ Движущемся круг$ какую 
нибудь хорду, то огибающею будетъ развертывающая эпициклоиды. 
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теорема выражаетъ собою основное и характеристическое свойство 
коническихь сЗчентй. Вотъ почему Паскаль, которому тогда, какъ 
самъ онъ говоритъ 19), было не боле шестнадцати лЪтъ, при- 
нялЪ ее за основанйе своего полнаго трактата о коническихъ с$- 
чен1яхъ. Это сочинене не дошло до наесъ; Лейбницъ, который во 
время своего пребыван1я въ ПарижЪ имЪлъ его въ своихь рукахъ, 
передаетъ намъ въ письм$, налисанномъ въ 1676 году къ Перье 
(Ремег), племяннику Паскаля, заглав1я шести частей, или отд ловъ, 
изъ которыхъ составлено было это сочинеше. 

Заглаве 1-й части показываетъ. что Паскаль пользовался на- 
чалами перспективы для образован1я коническихъ сЪчен1й помош!ю 
круга и такимъ образомъ выводилъ свойства ихъ изъ свойствъ 
круга. Этотъ прлемъ, по словамъ Лейбница, лежалъ въ основани 
всего сочинения. 

Во 2-й части говорилось о мистическомъ шестиугольникЪ. «По- 
‹казавь оптическое образоване коническихъ сЪченй, говорить 
‹Лейбницъ, посредетвомъ проложеня круга на плоскость, перес}- 
‹кающую конусъ лучей, онъ объясняетъ зам$чательныя свойства 
‹нфкоторой фигуры, составленной изъ шести прямыхъ лин и 
‹называемой имъ мистическимъ шестиугольникомъ>. 

Въ 3-й части находились приложен1я этого шестиугольника: 
свойства хордъ и д1аметровъ, раздЗленныхъ гармонически, и, по 
всей вЪроятности, теоремы, составляющая теор1ю полюсовъ ?°). 


19) Сомеотат ориз сошр]ешт, е! сопса АроНопй её айа йииитета шиса 
[еге рторозоте атреетз; дио@ диет попфит зеф Честит аефро $ атпиит 
аззесщиз ехсодйалл, её ает4ё вт от@тет сопдеззг. (Оешотез 4е Разсой, %. [У, 
р. #10). 

20) Понселе въ Тгайе 4ез ртортеее$ ртотесоез, р. 101, уже высказалъ это 
мн$фн{е, которое, какъ намъ кажется, нетрудно подтвердить. Въ самомъ дЪлЪ 
если предположимъ, что дв$ противоположныя стороны шестиугольника без- 
конечно малы, то чертежъ представитъ намъ вписаяный въ коническое с$че- 
н!е четыреугольникъ и двЪ касательвыя въ противоположныхъ его вершинахъ, 
и тогда теорема приводитъ непосредственно къ сл$дующей, какъ къ простому 
сл$детвю: Когда въ коническое сф$чен1е внисавъ четыреугольниктъ, 
то касательныя, проведенныя въ противополжныхъ вершинахъ, 
перес$ каются на прамой, соединяющей точки встрфчи противо- 
ноложныхъ сторонъ. 
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4-я часть заключала въ себЪ предложен1я объ отр3зкахъ на с$- 
кущихъ, проведенныхъ параллельно двумъ неподвижнымъ прямымъ, 
и свойства фокусовъ. | 

Въ 5-й части разрЪшались задачи о построен1и коническаго 
сЪчен!я, удовлетворяющаго даннымъ условямъ, т. е. проходяща- 
го черезъ данныя точки и касающагося данныхъ прямыхъ. 

Наконець 6-я часть озаглавлена Лейбницемъ словами: Де [0го 
5бой4о. По нЪ%которымъ словамъ можно догадываться, что здЪсь 
шла р%Ъчь о знаменитой задач Паппа: а@ тез аш дииот 
[пеа$. 

Въ н$которыхъ открывкахъ заключались сверхъ того различ- 
ныя задачи. 

17. Къ счастю, Паскаль, по случаю этого большаго трактата, 
собралъ подъ загланемъ ЁЕ5зат роиг [е5 сопщиез нЪкоторыя важ- 
нфйния теоремы, которыя должны были въ немъ заключаться, же- 
лая подвергнуть ихъ сужденшю геометровъ и узнать ихъ мнЪне, 
прежде нежели продолжать свой трудъ. Объ этомъ Ё55а1, появив- 
шемся въ 1640 году, когда Паскалю быль едва шестнадцать лЪтъ, 
говорится въ н%которыхъ письмахъ Декарта, которому Мерсеннъ 
послалъ это сочинен1е. Съ тфхъ поръ оно боле вфка оставалось 
ВЪ забвени, изъ котораго было вызвано только въ 1779 году 
благодаря Боссю (Воз5и), который помфетилъ его въ полномъ из- 
дани Оеиоге; 4е Рабса/. 

Это сочинене, въ семь страницъ Ш 8-0, есть драгопЪнный 
остатокъ открытй и метода великаго Паскаля въ области кони- 
ческихъ сЪчений. 

Воть весьма кратюй разборъ его. 

Вначал$ изложена, въ видЪ леммы, изъ которой должно проис- 
текать все остальное, знаменитая теорема о шестиугольник®. 


Кажется, что эта теорема соотвфтствуетъ словамъ 4е дифиюот атдет из, #1 
гесй$ рипа Забиит уипдепт из, которыя составляютъ заглав!е 3-й части, и 
что это была одва изъ теоремъ, выведевныхъ Паскалемъ изъ своего шести- 
угольника. Но легко видЪть, что въ этой теорем$ заключается вся теория 
полюсовъ. На основавш этого мы считаемъ доказаннымъ, что теоря полюсовъ 


заключалась въ числ$ приложенй, сдфланныхъ ЦПаскалемъ изъ его шести- 
угольника. 
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Первое изъ слфдующихъ затфмъ предложен!й относится также 
къ шестиугольнику, вписанному въ коническое сЁчене: это—соот- 
ношеше между отр$зками, образуемыми на двухъ сторонахъ дву- 
мя другими сторонами и двумя д1Лагоналями. Въ сущности это 
соотношен1е есть ничто иное, какъ теорема Дезарга о инволющи 
шести точекъ; но оно представлено съ иной точки зря и по- 
этому способно къ иного рода приложенмямъ. Мы разовьемъ по- 
дробн$е эту мысль въ Прим$чани ХУ. 

СлЗдующее предложене, выраженное въ видЪ лвойнаго равен- 
ства отношен1й, заключаетъ въ себф различныя теоремы. Первая 
изъ нихъ есть 129-я теорема 7-й книги «Математическаго Со- 
браня» Паппа; она подала намъ поводъ къ введению понят1я объ. 
атармоническомь отношени и мы говорили уже, что она можеть 
служить основамемъ для значительной часги новой геометрии. 
Вторая теорема есть Птоломеева о треугольник$, пересЖченномъ 
трансверсалью. 

зат$мъ слЗдуетъ предложеше, которое, если принять во вни- 
мане Птоломееву теорему, приводить къ прекрасному и весьма 
важному свойству коническихъ сЪченй относительно отрФзковъ, 
образуемыхъ этими кривыми на сторонахъ треугольника, —теорема, 
доказанная въ послЗднее время знаменитымъ авторомъ Сеотенче 
(е робот. 

СлБдующее посл этого предложене есть тоже свойство кони- 
ческихь с$ченй, распространенное. вмфсто треугольника, на ка- 
кой-нибудь четыреугольникъ ?!). Эта теорема, обобщенная Карно, 
который доказалъ ее для многоугольника и для какой угодно 
геометрической кривой и распространилъ даже на кривыя поверх- 


1} Если предположимъ, что двф вершины четыреугольника удалены въ 
безконечность, то отр$зки, кончающиеся въ этихъ вершинахъ, будутъ равны, 
такъ какъ они безконечны и считаются отъ двухъ параллельныхъ прямыхъ: 
отсюда проистекаетъ прекрасное свойство коническихъ сфченй, состоящее въ 
томъ, что произведен!я отр$зковъ ва двухъ трансверсаляхъ, проводимыхъ изъ 
одной точки параллельно двумъ неподвижнымъ прямымъ, находятся въ по- 


стоянномъ отношении. 
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ности №), есть одна изъ самыхъ богатыхъ слфдетыями теоремъ 
въ учен1и о трансверсаляхъ. 

Посл этого мы встрфчаемъ знаменитую теорему о инволюцщи 
шести точекъ, «первымъ изобр$тателемъ которой быль Дезаргъ, 
«одинъ изъ величайшихъ умовъ своего времени, обладавиий глу- 
«бокими знан!ями въ математик и, между прочимъ, въ теори 
«коническихь сЗченй›». Паскаль прибавляетъ, что «старался по- 
«дражать его методу въ этомъ предмет, который онъ изложиль 
«безъ помощи осеваго треугольника и изслдовалъ въ общемъ ви- 
«дЪ всЪ роды коническихъ сфченйй» *3). 

18. Известно богатство слЪдетва1й, проиетекающихъ изъ выше- 
приведенныхъ теоремъ, и потому очень понятно, что Паскаль по- 
ложилъ ихъ, какъ самъ онъ объявилъ это, въ основан!е полнаго 
трактата о коническихъ сфченяхъ; сами эти теоремы выведены 
изь мистическаго шестиугольника; такимъ образомъ Паскаль 
изъ одного основнаго предложен1я получиль до 400 слЗдетвй, какъ 
это говорить Мерееннъ въ сочинени Де тензита5, роп4етфиз ес. 
ш №1. 1644 2“). (бм. Прим. ХШ. 

Нетрудно замфтить, что каждая изъ этихъ главныхъ теоремъ 
выражаетъ извфстное свойство шести точекъ коничеекаго сЪчетя, 
и это объясняетъ намъ, какимъ образомъ Паскаль могъ ихъ по- 
лучить изъ своего мистическаго шестиугольника, который заклю- 
чаетъ въ себ общее свойство такихъ шести точекъ. Но каждая 
изъ теоремъ получила свою особую форму, удобную для извЪФетна- 


22) (геотейче 4е розйот, р. &ЗТ. 

33) Говоря объ Аполлонш, мы объяснили, что слфдуетъ понимать подъ 
именемъ осеваго треугольника; мы сказали что этотъ велиюй геометръ 
древности при образовании коническихъ с$ченй предполагалъ сФкущую пло- 
скость перпендикулярною къ плоскости этого треугольника. Дезаргъ, какъ мы 
ВИДИМЪ, и по его примфру Паскаль, изслфдовали коническая с$чен!я гораздо 
бол$е общимъ способомъ, давая сЗкущей плоскости совершенво произвольное 
положене. 

2) (са рторозоте итоетзайзта, 400 согоНатйз агтыа, вмедгит 
Аро отит сотретиз е51. 
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го рода примВнешй, которыя такимъ образомъ вели къ безчислен- 
ному множеству свойствъ коническихъ сфченй. 

Это въ высшей степени полезное умЪнье выводить изъ одного 
принципа большое число истинъ,—умЪнье, которому мы не встр%- 
чаемъ примЗровъ въ сочиненляхъ древнихъ, составляетъ главное 
преимущество нашихъ новфйшихъ методовъ. 

19. Паскаль написалъ н$Зеколько другихъ сочинен1й по геомет- 
ри въ томъ же стилЪ, какъ его Тгаце 4ез сопщиез. Намъ извЪет- 
ны Только ихъ заглав1я, благодаря замфтк$, переданной Паска- 
лемъ въ 1654 году 5) обществу ученыхъ, собиравшихся попере- 
мЪнно другъ у друга прежде основанля Академ1и Наукъ. которое 
было въ 1666 году. 

Зд$еь мы узнаемъ, что Паскэль. по примЗру Въета, но съ зна - 
чительнымь обобщенемъ и посредствомъ чрезвычайно простаго 
способа, разрЪшилъ задачи о прикосновении круговъ, затЪмъ соот- 
вътетвенныя задачи о прикосновении шаровъ; что онъ написалъ 
трактатъ о плоскихз мюстахть, гораздо болЗе обширный и значи- 
тельный, чЁ$мъ вее сдЗланное по этому предмету древними и но- 
выми геометрами, и притомъ посредетвомъ новаго и чрезвычайно 
удобнаго према: наконепъ, что онъ изобр$лъ новый способъ пер- 
спективы, доведенный до возможной простоты, потомучто всякая 
точка изображен1я строилась помощю перес$чен1я двухъ прямныхъь 
ЛИНИЙ. 

Этихьъ слабыхъ указанй, находящихся въ зам ткЪ Паскаля, до- 
статочно, чтобы сожалфть объ утрат$ сочиненй, въ которыхъ 
долженъ былъ блистать изобрЪфтательный ген!й этого глубокаго 
геометра и то замчательное искуство, съ какимъ онъ умЪль 
всегда обобщить первое открыте и извлечь всЪ заключенныя въ немъ 
ИСТИНЫ. 

20. Дезаргъ (1593—1662). Дезаргъ, котораго Паскаль избралъ 
руководителемъь и который дЪйствительно былъ достоинъ такого 
ученика также писалъ годомъ ранЪе, о коническихьъ сЪчен1яхъ 
совершенпо новымъ и оригинальнымъ образомъ. Его способъ, так- 
же какъ способъ Паскаля, основывался на началахъ перспективы *5) 


25) Оецотез 4е Разещ, Г. У, р. #08. 
26\ Это еще вопросъ, знали ли древе прим неме перспективы къ рац- 
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и на нЪкоторыхъ предложеняхь теорти траневерсалей. Намъ оста- 
лось только нЪсколько не вполнЪ ясныхъ указаний объ одномъ его 
сочинени подъ заглавемъ: ВтоиШот ртгарей ите ацейце аих виб- 
петеп$ фе; гепсопй'е; Ди сдпе аоге ип рат. Другя сочинен!я, если 
только они существовали, какъ это можно предполагать на осно- 
ван1и одного мфста въ 2559: Паскаля, состояли можетъ быть толь- 
ко изъ летучихъ листковъ, въ которыхъ Дезаргъ, какъ кажется. 
имфлъ обыкновен!е сообщать о своихъ открытяхъ, или отвЪфчать 
своимъ многочисленнымъ клеветникамъ. 

Сочинен1е, о которомъ мы сказали выше, ноявилось въ 1639 
году. О немъ говорится во многихъь письмахъ Декарта. 

Это сочинене отличалось нфеколькими новыми предложенями, 
и. главное, лухомъ метода, основанемъ которому служило вЪфрное 
и плодотворное разсуждене. что коническя сЪченля, будучи полу- 
чаемы отъ различныхъ сиособовъ перес$ченя конуса, имфющаго 
основан1емъ кругъ, должны имфть съ кругомъ многя общая 
свойства. 

Дезаргь внесъ такимъ образомъ два важныхъ нововведеня въ 
изучене коническихъ сЗченй. Во первыхъ, онъ разсматривалъ ихъ 
на конус при всевозможныхъ положеняхъ сЪкущей плоскоетн, 


нальной геометрии; и вопросъ этотъ, кажется еще недостаточно изсл$дованъ. 
Съь перваго взгляда мы склонны отвфчать на него утвердительно: такъ премъ 
этотъ кажется естественнымъ и близко связавнымъ съ соособомъ получен!я 
коническихъ сЪчев!й на кругломъ ковусз. Таково поэтому и обыкновенное ми$- 
н!е геометровъ. Оно подкр$плено было въ послфднее время своеобразнымъ 
мн$емъ Цонселе о поризмахъ Евклида, которыя будто бы были предложе- 
н|ами, доказываемыми по этому способу (Тгайе 4ез ртортёее ртолесвоез, 
шеодисНоп, р. ХХХИ,. Но, несмотря на все уважене, которое мы питаемъ 
къ инфн!ямъ знамевитаго геометра, мы должны сознаться, что при чтенш 
древнихъ мы не нашли даже слфда чего-нибудь, что позволило бы намъ раз- 
д$лать его мнфн!е въ данномъ случа$. Мы думаемъ, напротивъ, что способъ 
перспективы, какъ мы его теперь употребляемъ въ ращональной геометр!и, 
совсфмъ не употреблался въ греческой школЪ. Поэтому, до болфе полнаго и 
основательнаго изслфдованя, мы будемъ приписывать этотъ способъ вовымъ 
геометрамъ и скажемъ, что Дезаргу и Паскалю, первымъ, принадлежить за- 
слуга ирим$нен!я его къ теорш коническихъ сфченй. 
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не пользуясь, какъ Аполлон, осевымъ треугольникомъ. Во вто- 
рыхъ, онъ задумалъь примЗнить къ этимъ кривымъ свойства круга, 
служащаго основанемъ конусу. 

Эта мысль, какъ она ни кажется теперь проста и естественна 
намъ, привыкшимъ къ способу перспективы и къ другимъ пре- 
мамъ преобразованя фигуръ, не приходила на умъ геометрамъ 
Александрии. Мы не находимъ никакого сл$да ея въ ихъ сочине- 
няхъ; пользуясь въ своей теорйи коническихъь сфченй свойствомъ 
круга (именно свойствомъ произведентя отр$зковъь перес$кающих- 
сея хордъ), они вовсе не имЗютъ намфрен1я найти соотв$тетвен- 
ное свойство для этихъ кривыхъ, а имфютъ въ виду доказать 
только свою теорему о [ай5 тест. 

21. Способъ Дезарга далъ ему возможность внести въ теорю 
коническихъ сЪчен!й, какъ это сдЪлано имъ и въ другихъ сочине- 
мяхъ. большую общность и новыя воззрЗв1ля, послуживиия къ рас- 
ширеню соображен!й и метафизики въ геометрии. 

Онъ разсматривалъ различныя сЗченя конуса (кругъ, эллипсъ, 
параболу, гиперболу, систему двухъ прямыхъ), какъ видоизм$не- 
н1я одной и той же кривой: до этихъ же поръ они разематрива- 
лнеь отдфльно.и изслдовались каждое особыми способами *"). 

Декарть передаетъ. намъ, что Дезаргь разсматривалъ также си- 
стему параллельныхъ ливй, какъ видоизмфнен!е системы прямыхъ. 
сходящихся въ одной точкЪ; точка ветрЪчи въ этомъ случаЪ на- 
ходится въ безконечности. «Что касаетея вашего способа разсма- 
‚гривать параллельныя линш, какъ будто бы он сходились на без- 
«конечномъ разстояни, чтобы включить ихь въ одинъ классъ съ 
«ТЪми, которыя идутъ въ одну и туже точку, —то онъ очень хо- 
‹роигь...» *) (Сейтез 4е Безсатез, 1. ТТ, р. 457; издае ш— 12). 


ыы —————- 


27) резатдиезиз ртётиз зесотез сопбаз ипоетзай дцадат табопе {таса- 
ге, ас ртороз0отез тиЙаз 54 епитйате соерй, Ш диаесипдие зесНо зиБйме[- 
[106 р055е. (Аа ети4. апп. 1685, р. #00). 

28) Это нововведеше обратило на себя въ то время ввимаше. Боссъ при- 
водить его, какъ примфръ общности воззр$ ай Дезарга въ геометрии, въ сл$- 
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Лейбницъ указываетъ также на эту мысль Дезарга въ мемуар$ 
объ опредЗлени кривой, огибающей безконечное число линий (Ас 
оти4. ап. 1692, р. 168); въ другомъ м$етЪ онъ приводить эту 
мысль въ связь съ своимъ закономъ непрерывности ((07%т. е11&4. {. 
П, р. 101). Ньютонъ принялъ такое же опред$лен!е параллель- 
ныхъ лин!Й въ 18 и 22 леммахъ Ритсйиа, гдЪ онъ разематри- 
ваетъ параллельныя прямыя, какъ сходяпияся въ безконечно-уда- 
ленной точк»Ъ. 

езаргь примфнялъ къ систем прямыхъ свойства кривыхъ ли- 
н; теперь это вещь естественная и часто употребляемая, пото- 
мучто система прямыхъ, также какъ геометрическая кривая, мо- 
жеть быть выражена однимъ уравнешемъ; но тогда это было со- 
ображен1е новое и оригинальное. Декарть слБдующимъ образомъ 
говоритъ объ этомъ въ письм$ къ Мерсенну: 

«Способъ, которымъ онъ начинаетъ свое разсуждеше, примф- 
«няя его въ одно время къ прямымъ и кривымъ литямъ, тЪ$мъ 
«болЖе хорошъ. что онъ есть самый общ и кажется почерпну- 
«тымъ изъ того, что я привыкъ называть метафизикой геометрии; 
‹это наука, которою, сколько мнф известно, никто еще не поль- 
«зовалея, разв только Архимедъ. Я самъ всегда прибЪгаю къ 
‹ней, чтобы въ общемъ видЪ судить о предметахъ, которые воз- 
«можно найти, и о томъ, гд$ я ихь долженъ искаль....» (Фейгез, 
|. ТУ, р. 379). 

29. Идеи Дезарга о сравнении системы прямыхъ съ кривны- 
ми ливями должны были повести его къ изыскав1ю въ кониче- 
скихъ сЗченмяхъ различныхь изв$етныхъ свойствъ пары прямыхъ. 
Намъ сохранилось только одно изъ нихъ, которое Паскаль въ 
Еззат роиг (ез сотуиез называетъь чудеснымъ и которое дйетви- 
тельно необыкновенно богато выводами. Это есть соотношене меж- 
ду отр$зками, образуемыми на произвольной сЗкущей, коническимъ 


дующихъ словахъ: «Онъ показываетъ, въ письм$ къ своему покойному другу, 
Паскалю сыну, что параллельвыя лин!и во всемъ подобны лив1ямъ, 
еходящимся въ одной точк$, и ничЁмъ отъ нихъ не отличаются.» 
(Тгайе 4ез ртайдиез двотётез её регзрес ое; т—19, 1665). 
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сЪчен1емъ и четырьмя сторонами вписаннаго въ него четыреу- 
гольника. 

Соотношен1е это состоитъ въ томъ, что «‹произведене отр$зковъ 
«трансверсали, заключающихся между точкою коническаго сЪ$че- 
«ная и двумя противоположными сторонами четыреугольника, от- 
«носится къ произведен!ю отр$зковъ между тою же точкою кривой 
«и двумя другими противоположными сторонами четыреугольника, 
«Также, какъ относятся между собою подобныя же произведения. 
«составленныя для второй точки перес$чен1я коническаго сЗченя 
«съ трансверсалью.» 

Эта теорема изложена Паскалемъ въ 55а: роиг [ез сотуиез и 
Бограномъ (Веалетапа) въ критическомъ письмВ о сочинения Де- 
зарга: ВгомИот ртореё Фипе ацет аиф воёпетепт$ 4ех тепсотгез 
4и сбпе асес ип тап. Изъ этото письма мы узнаемъ, что Дезаргъ 
называль соотношене, составляющее его прекрасную теорему, 
инволющею шести точек. 

Изъ теоремы видно, какъ шесть точекъ другъ другу соотв$т- 
ствуютъ. т. е. сопряжены попарно. Дезаргъ разематривалъ случай, 
когда дв$ сопряженныя точки сливаются; тогда получается инво- 
лющя пяти точекъ %); потомъ случай, когда двЪз другя сопряжен- 
ныя точки также сливаются; тогда остается только четыре точки 
и инволюц1онное соотношен1е обращается въ гармоническую пто- 
порию. 

Въ приведенномъ нами изложении инволюц1оннаго соотношен!я 
шести точекъ содержится восемь отр$зковъ; но его можно зам%- 
нить другимъ, заключающимъ въ себф только шесть отрЪзковъ, 
и тогда это будетъ тозно такое же отношене, какое было дано 
Паппомъ для отр$зковъ, образуемыхъ на трансверсали четырьмя 
сторонами и двумя дЛагоналями четыреугольника (130-я теорема 
УП книги Математичевкаю Собравя). 


29) Есть другой случай инволющи пати точекъ: когда шестаа точка удаляет- 
ся въ безконечность;, тогда сопряженная ей точка принимаетъ весьма замфЪ- 
чательное положене. Я не знаю, изсл$дованъ ли 0с0обо этотъ случай, пред- 
ставляющ! ся часто, когда и р$чи н$тъ о теорш внволюци, 
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Разсматривая пару д1агоналей, какъ кривую лин втораго по 
рядка, проходящую черезъь четыре вершины четыреугольника, мы 
замфтимъ, что теорема Дезарга есть обобщене теоремы Паппа, въ 
которой дв$ д1агонали четыреугольника замняются какимъ угод- 
но коническимъ сЪченмемъ, проходящимъ черезъ четыре вершины. 

23. Превосходное сочинен!е Бр1аншона Меётойге виг [е5 Йдпе5- 
4и Чеиляете отаге (Раз, 1817) основано на этой теорем и об- 
наруживаетъ все богатство ея. Но, кажется, Дезаргъ самъ извлекъ 
уже изъ нея значительную долю пользы, при вывод многихъ 
свойствъ коническихъ сФченй; дЪйствительно, Богранъ въ своейъ 
иисьм$ *) говоритъ, что часть сочинешя ВгоизШот ртодеё ес. со- 
стояла въ изелфдован1я слЗдетв!Й изъ этой теоремы. Сверхъ того 
мы находимъ въ сочинен!и гравера Босса Ргайдиех двотее; @ 
регзресйиез слЗдующее м$сто, относящееся, по всей вЪроятности, 
къ той же теоремЪ. Боссъ отвфчаетъ противникамъ Дезарга и 
прибавляетъ: «Между прочимъ то, что онъ напечаталь о кони- 
«ческихъ сЪчен1яхъ, гдЪ въ одной теоремЪ заключаются, какъ 
«случаи, шестьлесятъ предложений первыхъ четырехъ книгъ Апол- 
«лон1я, заслужило ему уваженйе ученыхъ, которые считаютъ его 
«однимъ изъ лучшихъ геометровъ нашего времени, и между ними— 
«чудо нашего вЪка— Паскаль». 

Мы эсгр$чаемъ еще въ сочинен!и гравера @тбсоте Нигеё подъ 
заглаемъ ОрНди» 4 рог’афите 9 репщите в. Раг8 1670, 1 101. 
несколько зам чай объ этой же теорем, доказывающихъ, что 
Дезаргъ ум$лъ сдфлать изъ нея обширное употребленте. 

Такимъ образомъ достовЗрно, что теорема Дезарга служила ос- 
нован1емъ его теор!и коническихь сЪчен!й и что многочисленныя 
свойства этихъ кривыхъ, которыя мн научились выводить изъ этой 
теоремы только нзеколько л$тъ тому назадъ, не ускользнули отъ 
хлогическаго и склоннаго къ обобщенямъ ума Дезарга. 

Но, кром$ необыкновенной плодотворности, теорема эта пред- 
ставляеть еще другой характеръ, на который не менЪе важно об- 
рашать вниман1е при философскомъ разборЪ развит1я и вапра- 


3, (См. Прим. Х1\. 
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влен1я методовъ теор!и коническихъ сЗчен!й. Эта теорема, по са- 
мой сущности своей, дала возможность Дезаргу разсматривать со- 
вершенно произвольныя сФчен1я круглаго конуса, не приб$гая къ 
употреблен1ю осеваго треугольника, какъ говоритъ объ этомъ Па- 
скаль; тогда какъ древне и вс$ писатели поел нихъ перес$кали 
конусъ только плоскостями перпендикулярными къ осевому треу- 
гольнику. Намъ кажется, что это великое нововведене есть самая 
важная заслуга сочинен1я Дезарга о коническихъь сфчен1яхъ. 

24. Изъ предыдущаго вилно, что сочинене Дезарга было дЪй- 
ствительно прекрасно и оригинально и что оно внесло въ геоме- 
тр1ю коническихъ сБченй новую общность и новую простоту. Оно 
было оцфнено по достоинтетву великими людьми того вЪ$ка. Мы 
привели уже выражене удивленля къ этому сочинен1ю со стороны 
Паскаля; тоже мнфне раздЗлялъ и Ферматъ, который въ письмЪ 
къ Мерсенну выражается такъ: «Я весьма уважаю Дезарга, тфмъ 
«болфе, что онъ былъ самъ изобр$тателемъь своихъ коническихъ 
«сфченй. ЁКнажечка его, которая, какъ вы говорите, считается 
«болтовнею, показалась мнф весьма понятною и очень умною. » 
(Оешетез ае Ге’гти. р. 173). 

Нетрудно видфть, въ чемъ заключается главная причина, обил1 я 
слЪдетвй, извлекаемыхъ изъ теоремы Дезарга, и той совершенно 
новой простоты, которая внесена ею въ теорю коническихь с%- 
чен1й. Это потому. что въ ней заключается совершенно общее со- 
отношен1е между шестью произвольными точками кривой. Лрев- 
нимъ было извфетно подобное соотношене только въ случа н%ко- 
торнхъ особыхъ положенй шести точекъ; такъ напримЪръ, въ слу- 
чаЪ, когда четыре точки находятся попарьо на двухъ параллель- 
ныхъ между собою хордахъ (соотношене это состоитъь въ томъ, что 
произведеня отрЪзковЪ. образуемыхъ на параллельныхъ хордахъ 
линею, соединяющею двЪ остальныя точки, относятся между со- 
бою, какъ произведеная отр$зковъ этой лин, образуемыхъ па- 
‚раллельными хордами). Поэтому имъ были необходимы всегда про- 
межуточныя предложен1я, чтобы перейти отъ прямаго или неяв- 
наго раземотрЗи!я пяти точекъ къ разсмотрфн1ю шестой точки. 
Отсюда— весьма большое число вепомогательныхъ теоремъ, казав- 
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шихся необходимыми въ теории коническихъ сЁчен1й; отсюда же 
главнымъ образомъ—длиннота доказательствъ. 

Правда, рёшен!е задачи а@ диашог Птеаз приводило къ совер- 
шенно общему свойству шести точекъ коническаго с$чен1я; но до 
Аполлоня эта задача не была разр шена вполнЪ и этотъ великй 
геометръ, который говорить, что рёшилъь ее при помощи началь, 
находящихся въ его ПГ книг%, не имфлъ можетъ быть времени 
достаточно вникнуть въ ея сущность; онъ не вашелъ даже нуж- 
нымъ помфетить ее въ своемъ сочинении о коническихъ сЗченяхъ, 
такъ что у древнихъ она не имфла никакого примЗнетя. 

95. Мы говорили уже, что Ферматъ въ числ н$еколькихъ пред- 
ложен!й, служившихъь примфрами поризмъ, даль также теорему 
Дезарга; нельзя сомнфваться. чтобы этотъ велиюмй геометръ не 
открылъ ее самъ. Но Дезаргу, кромЪ старшинства въ открытш 
болЪе чЪмъ на 25 лЪтъ, принадлежитъ то преимущество. что онъ 
разгадаль и употребилъь въ ДЪло всю пользу, доставляемую этой 
теоремой при изучен!и коническихъ сЗченй. 

Намъ кажется, что, до послЗдняго времени, Р. Симеонъ быль 
единственный геометръ, пользовавиийся этою теоремой; онъ дока- 
залъ ее въ 5-й книгЪ Та 4е Сотдиеб (пред. 12) и понималь 
ея плодотворность. потомучто, выведя изъ нея шесть сл$детвай, 
онъ прибавляетъ, что въ нихъ заключается простое и естественное 
доказательство н$которыхъ предложенй первой книги Ритесила 
Ньютона. Р. Симеонъ заимствовалт эту теорему изъ сочинений Фер- 
мата, какъ это сказано въ его Т7”айе 4е5 Рот5тез, гдЪ онъ ее 
также доказываетъ въ п? 81. 

26. До настоящаго времени теорему Дезарга разсматривали 
только въ вышеизложенной ФормЪ и извлекли изъ нея множество 
приложенй. Но, вводя понят!е объ анзармоническом отношении, 
можно смотр$ть на нее съ другой точки зрЪюя и дать ей другой 
вилъ, въ которомъ она явится новымъ предложенемъ, способнымъ 
къ другимъ приложеюмямъ. Это предложенме можно считать чцен- 
тральным во всей теорли конизескихъ сфченй, потомучто изъ 
него, какъ изъ единственнаго центра, проистекаетъ естественнымъ 
образомъ безчисленное множество разнообразныхъ свойствъ этихъ 
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кривыхъ, свойствъ, которыя безъ этого кажутся несвязанными и 
чуждыми другъь другу. При помощи этого предложеная легко пе- 
рейти отъ теоремы Дезарга къ теорем Паскаля и 01се зег54, и 
отъ каждой изъ этихъ теоремъ къ различнымъ другимъ общимъ 
свойствамъ коническихъ сЪчевй, напр. къ прекрасной теорем 
Ньютона объ органическомъ образованши этихъ кривыхъ. (См. 
Прим. ХУ). 

27. Древше для образованя коническихъ сЪченйй разсматривали 
только конусъ съ круглымъ основанемъ; Дезаргъь и Паскаль под- 
ражали имъ въ этомъ, такъ какъ они получали эти кривыя по- 
средствомъ перспективнаго проложеня круга. ВелЗдетв1е этого 
возникалъ вопросъ, всЪ ли конусы, им$ющие основаюемъ какое- 
нибудь коническое сфчене, тождественны съ круглыми конусами; 
или, другими словами, можетъ-ли всяк конусъ съ эллиптиче- 
скимъ, параболическимъ, или гиперболическимъ основанемъ, быть 
перес$ченъ по кругу; и, если это такъ, то какъ опредЗлить по- 
ложен1е сФкущей плоскости? Дезаргъ, по свид$тельству Мерсенна 
3), предложилъ этоть вопросъ, имфвиый въ свое время нкоторую 
знаменитость по причинЪ трудности; дЪйствительно, задача эта, 
допускаетъ три р$шен1я и потому зависитъ въ анализЪ отъ урав- 
нен1я третьей степени, а въ геометрии отъ коническихъ сЁчений. 
Декарть рёшиль ее при помощи своей новой аналитической гео- 
метр!и и посредствомъ весьма изящнаго прлема, но только для то- 
го случая, когда основане конуса есть парабола; при этомъ 
р$шен!е приводится къ перес$чен1ю круга съ параболой 3). По- 
сл$ этого тоть же вопросъ занималъ собою многихъ другихъь 
знаменитыхь геометровъ: маркиза Лопиталя “), Германа 3%), 
Жакье ®), которые слфдовали также аналитическому путн Де- 


31) Олбоетзае деотечае, тадаедие тоаетайсав зупорз; ш Го|. 16, 
р. 331. 

32) Гейтез 4е Пезсатез; в4. ш—19, 1795; 1. УТ, р. 398. 

33) Трайе ап уйцие 4ез зесотз сотдиез; Пуге 10, р. 407. 

3%) Соттешщатй Аса4етуае Ретороатае; 1. УТ, апп. 17739 её 1733. 

33) Нетеё 4: регзрейа; т—8; Котае 1755, р. 140. 
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карта и внесли въ него нфкоторыя упрощеня. МнЪ неизвестно. 
было ли к$мъ нибудь предложено чисто геометрическое и графи- 
ческое ршене этого вопроса. Вся трудность исчезаеть передъ 
новфйшими геометрическими пр1емами, при помощи которыхъ мож- 
но получить нзсколько различныхъ р$шенй 36). 

Прибавлен!е. Мы сказали, что предложенный Дезаргомъ во- 
просъ о пересбчени по кругу конуса съ эллиптическимъ, гипербо- 
лическимъ, или параболическимъ основанемъ былъ рфшенъ Декар- 
томъ на основаши началъ аналитической геометрии. Мы должны бы- 
ли прибавить, что Дезаргъ также рЪшиаъ эту задачу посредетвомъ 


36) Достаточно опред$лить три главныя оси конуса, потомучто, звая 
ихЪ, непосредственно получаемъь положеве круговыхъ сфчевнй. 

Для опредзлен!я главвыхъ осей провожу черезъ большую ось коническаго 
сЗченя С, служащаго основашемъ конусу, плоскость перпендикулярную къ 
плоскости основавя и въ этой олоскости воображаю себЪ другое коническое 
с$чене, им$ющее вершинами и фокусами вершины и Фокусы перваго. 

Это второе коническое сфчене я разсматриваю, какъ основане другаго ко- 
нуса, имфющаго съ даннымъ одну и туже вершину. Новый конусъ встрЪтитъ 
плоскость кривой С по другому ковическому сфченио; ово пересфчется съ С 
въ четырехъ точкахъ; въ четыреугольник$, составленномъ этими точками, 
дв$ точки перес$чен!я противоположныхъ сторонъ и точка перес$ченя д1а- 
гоналей будутъ три точки, принадлежащия тремъ искомымъ осямъ. 

Задача такимъ образомъ рЁшена. 

Второе р$ёшен{е. Черезъ вершину даннаго конуса проводимъ прамыя, 
перпендивулярныя къ касательнымъ плоскостямъ; эти прямыя образуютъ дру- 
гой конусъ втораго порядка, который встр$чается съ плоскостью коническаго 
с$ченя, служащаго основавемъ первому конусу, по другому коническому сЪ- 
чен!ю. Эти двЪ кривыя пересфкаются въ четырехъ точкахъ, служащихъ, какъ 
въ предыдущемъ случа, къ рфшенио задачи. 

Мы должны орнибавить, что въ плоскости двухъ коническихъ с$ченЙ вооб- 
ще существуютъ три точки, изъ которыхъ каждая имфетъ одну и туже по- 
ляру относительно обфихъ кривыхъ; эти то три точки и принадлежать тремъ 
искомымъ главнымъ осямъ. 

Мы нашли еще иЪсколько другихъ р5шен!й; но вс они требуютъ построе 
н!я коническаго сЪченя; это такъ и должно быть, потомучто задача допу- 
скаетъ три рёшени. 
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рафическаю построеня *). Это видно изъ предисловя къ 5у- 
167515 иоетгзае (еотейчае Мерсенна. Дезаргъь приводилъ ръ- 
шене задачи къ изысканю главной оси конуса, т. е. оси, имЪю- 
жей свойство, что всякая перпендикулярная къ ней паоскоеть пе- 
ресфкаетъ конусъ по эллипоу, центръ котораго находится на этой 
оси. Онъ отроилъ эту ось при помощи двухъ лин, дли которыхъ 
опредъаядъ сколько угодно точекъ. Мерсениъь не говорить, каюя 
это были лини: но по всей вЪроятности, он$ были — коничесмя 
свченя. 

Опредъяивъ круговыя сБчешя конуса, Дезаргъ употреблять ИХЪ 
для рьшешя различныхъ другихъ задачъ; напримЪръ о перее$че- 
ви конуса по коническому сЪфченю, подобному съ даннымъ; каи 
по такому. которое удовлетворяло бы условю, что наибольший 
уголь между сопряженными д1аметрами имфетъ данную величину. 

Дезаргъ рВшияь и эту задачу и, притомъ, по словамь Мерсен- 
на, въ самомъ, какъ только возможно, общемъ вирЪ: именно: 

Даны: конусё с5 эллиптическимг, параболическимь, или 
ицперболически.мз основашемь и спкущая плоскость; опус- 
дълить, ие строя кризой пересьченая конуса с5 плоскостию, 
вл сопрязгениые ламетры, паклоненные подз даннымё 9/1- 
Л0м5, ея кагательныя, ординаты. параметры и друпя злав- 
ныя въ. ней лиш. 

Дезаргь упоминаетъь самъ о подобной же задачЪ въ концЪ своей 
маленькой книги о перспективЪ, находящейся въ трактат о пер- 
спективЪ, изданномъ Боссомъь (ш—8, 1648, р. 334); опъ выра- 
жается такимъ образомъ: 


О———ы———-—- 


*) Архимедъ р$щилъ эту задачу въ случа, когда вершина конуса находится въ 
плоскости, проходящей черезъ одинъ изъ главвыхъ д!аметровъ коническаго 
сЪчен!я и перпендикулярной къ плоскости основана; это видно изъ 8-го и 
9-го предложенй каиги о схероидахъ и коноидахъ. 

Изь этихъ же предложенй видно, что Архимедъ, еще прежде Аполлон, 
разсиатривалъ косой конусъ съ круглымъ основан!емъ; тфиъ не мене, впро- 
чемъ, Аполлов!Й первый сталъ изучать теорю коническихъ с чемй ва восомъ 
корусЪ. 

Вып. Ш. Отд П 3 
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Ауат а роит тайге ипе соире 4е сбпе р1а{е.у тепег цеих Идпез 
° 4014 (е5 аррагепсез золепЕ 1е5 еззеих це а Ндигеди а гертезете. 

Это значитъ: коническое сЪчене проложено посредствомъ нер- 
спективы; найти въ его плоскости двЪ прямыя, которыя въ пер- 
спектив® будутъ главными осями того коническаго сёченя, кото- 
рое получается въ проложени. , 

Изъ предислов!я къ 5ул0рз5 Мерсенна мы узнаемъ еще, что 
Дезаргь составилъ полный трактатъ о т лесномъ угл, гдв онъ 
рёшилъ слЪдующия четыре задачи: 

1. Даны три плоскае дла: опредълить три узла двуранныхь. 

9. Даны два плосме фла и один двуфранный: найти 
остальной плоскй и два двуранные узла 

3. Данё одинз плоский и два деузранные узла: найти два 
друче плосме и трейий двуранный уюль. 

4. Наконецъ по данным тремз деуфраннымь найти три 
плоскле узла. 

Мерсеннъ прибавляетъ, что Дезаргъ составлялъ другой трегран- 
ный уголъ, въ которомъ плосюе углы были дополнешями дву- 
граннымъ угламъ даннаго и наоборотэ. Отъ этого четыре задачи 
приводились къ двумъ. 

Чегко замфтить, что этотъ дополнительный трегранный уголъ 
соотв®тсвуеть дополнительному треугольнику сферической три- 
гонометр1и, изобрфтенному за ифсколько 7Ьтъ до этого Сиелмемъ 
въ его сочинени о тригонометр!и. Что касается до самымъ задачъ, 
то онЪ представляютъ грахическое рёшене задачъ сферической 
тригонометри. ВпослЪдотв!и это называлось р38шенемъ треугольной 
пирамиды. Теперь эти задачи составляютъ главу Начертательной 
Геометри и часто употребляются въ приложешяхь этой наукн, 
особенно къ обдёлк® камней. (См. Тгайе Фе Сеотвиче 4езсттуи- 
че, де М. Наспейе и 3-ю тетрадь 1-го тома Соггезроп4атсе 
ройиесйтадие). 

28. Мы обязаны также Дезаргу слВдующимъ свойствомъ треу- 
гольника, которое въ новой геометр1и сдЪлалось однимъ изъ основ- 
ныхъ и наибол$е полезныхь предложен!й: «Если два треугольника, 
«въ пространств или въ одной плоскости, имютъ попарно вер- 
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«шины на трехъ прямыхъ, сходящихся въ одной точк; то сто- 
«роны ихъ пересЗкаются попарно въ трехъ точкахъ, лежащихъ 
«на одной прямой.» 

Эта теорема, вмЗстЪ съ двумя другими. изъ которыхъ одна есть 
ея обратная, пом$щена въ конц сочинен1я Тигайе 4е регзресвье, 
составленнаго Боссомъ 37) согласно началамъ и методу Дезарга и 
появившагося въ 1636 году. Когда треугольники находятся въ 
двухъ разныхъ плоскостяхъ, то теорема эта, какъ зам чаетъ Де- 
заргъ, есть очевидная ‘истина; но когда они въ одной плоскости, 
то доказательство замфчательно тЪмъ, что оно основывается на 
Птоломеевой теорем о треугольникЪ, пересЪзенномъ трансвер- 
салью. Это одинъ изъ первыхъ примфровъ употребления у новыхъ 
геометровъ этой знаменитой теоремы, сдЗлавшейся потомъ осно- 
вавемъ теорйи трансверсалей. 

Въ посл$днее время эта теорема Дезарга была воспроизведена 
въ первый разъ Сервуа (№6ту013) въ сочинени Зошйопз реш соп- 
пиез ес. и потомъ употреблялась Браншономъ (Со’гезропаапсе 
ройиесртицие. 1. Ш, р. 3), Понселе въ его Тгайе 45 рторт@е; 
ртоесйиез, Штурмомъ и Жергономъ (Аппае; 4е тайетайциез; 4. 
ХУТ её ХУП). Понселе основалъ на ней свою изящную теор1ю 
гомологическихъ фигуръ. Онъ называетъ два треугольника, о ко- 
торыхъ мы говоримъ, гомологическими, точку перес$ченя прямыхъ, 
соединяющихъ попарно ихъ вершины, центром :омолоии, и пря- 
мую, на которой попарно перес$каются ихъ стороны, — осью 10- 
молоии. 

Прибавлете. Понселе далъ слфдующую теорему для геомегри 
ВЪ проетранств®, какъ соотвЪтетвующую Дезарговой теорем на 
плоскости: Вели два тетраэдра имъютз вершины, лежаиия 
попарно на четыретё прямыхь, сходящихся в5 одной точкъ, 

’ Мо плоскости противоположныхь зраней пересъкаются по- 

четыремь прямым, натодящимся в5 одной плоскости (Тга- 


37) Маптёеге ипгоетзе Це 4е М. Безатдиез, роит ртайдиег 41а регзреее раг 
ре -рёе4, сотте 4е двотётг; т—8; 1648, р. 340. 
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[6 Чех рторгез ргоре“Иьез. ат. 582). Эга теорема можеть 
быгь обобщена слЪдующимъ образомъ: 

Кода вершины двутёь тетраздровь помьщены попарно на 
четырехь првмыхв, пуинадлежащихь кб одной групть обра- 
зующихь зинерболоида сз одною полостью, то зрани ихё пе- 
ресъкаются по четырем5 прямыме, которыя принадлежать 
кб образу: щимь друзо зиперболойда.. 

29. До сихъ поръ пользовались только геометрическими свой - 
ствами ДвУхЪ ТакихЪ треугольникивъ, метрическля же отношешя 
ихъ, т. е. отношенйя величинъ и размВровъ, которыя важны не 
менфе начертательныхь  свойствъ, еще не были разсматриваемы 
въ общемъ видф. Изв$етны только н%которые частные случаи. 
Такъ, если треугольнйки подобны и подобно расположены, та 
пхъ ось гомологи находится въ безконечности; въ этомъ слу- 
чаЪ разетоян1я двухъ какихъ нибудь соотвЪфтственныхъ точекъ 
отъ центра подоб1я находятся въ постоянномъ отношении. Точно 
также, если центръ гомологла двухъ треугольниковъ находится въ 
безкопечноети, то извЪстно, что разетоянщя соотвЪтственныхъ то- 
чекъ отъ оси гомологи имфють постоянное отнешене. Понятно, 
что эти два соотнотшен1я’ представляють только частные случаи 
одного общаго соотношенля, прянадлежащаго двумъ какимъ угод- 
но гомологическимъ треугольникамъ, у которыхъ ни центр, ни 
ось гомолочи не.находятся въ безконечности. Мы локазываемт, 
это общее соотношене въ нашемъ мемуарЪ, но оно такъ просто, 
‘что мы приведемъ его здЪеь, какъ дополнен1е кь теоремЪ% Дезар- 
га: «отношенте разстоян1й двухъ соотвЪтетвенныхъ вершить въ 
гомологическихъ треугольникахъ отъ центра гомоломи и отноше- 
не разстоянай тзхъ же вершинъ отъ оси гомоломи паходятся меж - 
ду собою въ постоянномъ отношени». Эта теорема чрезвычайно 
полезна, доставляя множество новыхъ свойствъ гомологическихъ 
фигуръ и въ особенности системы двухъ коническихъ сченай, для 
которой изучены въ общемъ вид только чисто-геометричесвя 
свойства 3). | 


38) Извфстныя до сихъ поръ мертическя свойства двухъ какихъ угодно Ко- 
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Прибавимъ еще, что эта теорема Дезарга самымъ естественнымъ 
образомъ приводить къ слфдующему прекрасному принципу пер- 
спективы, составляющему, можно сказать, главное назначенле этой 
теоремы. «Если изъ двухъ плоскихъ фугуръ, помфщенныхь въ 
‹пространствЪ, одна есть перспектива другой и если будемъ вра- 
«шаль нлоскость первой ‘фигуры около лиши пересЁченя ея съ 
«илоскостью второй фигуры. то прямыя, соединяющая ‚соотвЪт- 
«ственпыя точки обфихъ фигуръ, всегда будуть сходиться въ ол- 
«ной точкЪ °); это же будетъ и въ томъ случаЪ, когда нлоско- 
«сти фигуръ совмЗстятся.» Изъ этого предложеня легко объясня- 
ютея мнот1я иприложеная перспективы. 

30. Дезаргъ занимался приложенями геометрии къ искуствамъ; 
какъ человЪкъ, одаренный высшими способностями, онъ внесъ въ 
эти занят, вмЪетВ съ точностю, часто незнакомою художни- 
камъ, духъ обобщенля, зам$чевнный нами въ его изысканяхъ по 
чистой геометрли. 

Были изданы различныя сочинемя его о перспективЪ, обдёлк% 
камней п объ устройств солнечныхъ часовъ Эти сочинен1я были, 
`’кажется, весьма кратки; они представляли нфчто въ родЪ извле- 
чен1й, заключавшихъ въ себЪ какъ бы только самое существенное 
содержан1е другихъ боле обширныхъ и полныхъ сочиненй. Спу- 
стя нфсколько лЪтъ, извЪстный граверъ Боссъ былъ ознакомленъ 
Дезаргомъь съ этими новыми соображенями, и, хотя онъ быль по- 
средственный геометръ. однако имЪлъ довольно проницательности, 
чтобы оцЪнпть ген!й Дезарга; онъ снова изложилъ эти изел$ дова- 
шя, но черезъ-чурт растянуто, думая, что для художниковъ 
болЪе удобно такое изложенте, вовсе песвойственное истинному гео- 
метру. Но, велЪдетвье утраты оригинальныхъ сочинен1й Дезарга, 
статьи Босса пр1юбрЪфли н$которое значенле. Для геометра; кото- 


ническихъ сфченй приводятся, Сколько мн известно, только кь нфкоторымъ 
гармоническимъ соотношешямъ. 

39) Эта точка встрфчи будетъ измВнять свое положене въ пространств и 
легко видЪть, что она описываетъ кругъ въ плоскости перпендикулярной къ 
общему пересфченно плоскостей обфихъ Фигуръ. 
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рый захотфлъь бы прочесть ихъ со внимашемъ, они достаточны, 
чтобы возстановить теоретическя начала, служивийя основашемъ 
различныхь практическихъ приложен, изложенныхь въ ориги- 
нальныхъ трудахъ Дезарга. 

Вотъ заглавя сочинен1й Дезарга. 

1. Мефо4е ипзоегзейе 4е тейге еп ретгзресйое 1ез обе 4фоппез 
гееЦететЕ, ои еп 4ел5, ргорогпоп5, тезигез, @юдпетепз, зап; ет- 
рюуег аисип ройй диф 50 Вогз 4и сфатр 4е Гоизтгаде, рат @. Б. 
. (бтаг@ Оезагоиез. 1У0ппа1$), & Раз, 1636. Привилегя дана бы- 
ла въ 1630 году. 

2. ВтошШоп ртоеё 4е (а соире 4ез леггез. 1640 г. 

3. [ез сагапз, ои тоуеп Це асег {е зе, ош Гахе, напечатан - 
ное вь конц ВгошЦоп 4е [а соире 4ез регтгез. ®) 

Въ трактат о перспектив, составленномъ Боссомъ, находится 
отрывокъ изъ оригинальнаго сочинен1я Дезарга. Въ этомъ отрывЕЪ 
мы узнаемъ сущность и основане всего сочиненя Босса. Ц$ль 
Дезарга состояла въ воспроизведени перспективы, не прибфгая къ 
рисунку предмета, а только при помощи линй, указывающих по- 
ложен1е каждой точки предмета въ пространствЪ; подобно тому, 
какъ такля же лини служатъ въ строительномъ искуств къ по- 
строен!ю основной плоскости и контуровъ предмета. По этому по- 
воду онъ изобрфль рРесйеЦе [иуате., которая и теперь употреб- 
ляется у художниковъ и въ нФкоторыхъ сочинемяхъ о перспек- 
тивз носитъ имя Дезарга (см. о перспеткив$ соч. 07апат, р. 62. 
264. 1720, ш—8). 

Это сочинене. по свид$тельству Фермата, было «праятно и умно». 
Декартъ высказалъь о немъ подобное же мнфые, говоря въ пись- 


40) Заглаше перваго изъ этихъ трехъ сочиненй мы нашли въ Регзресе 
4е №сетоп (т Го]. 1652) и въ сочиневи о перспектив Ламберта (2-я часть, 
Танеь 1773; ш 8-0}: заглавя остальныхт двухъ, теперь, кажется, совершен- 
но неизвфстныхъ, потомучто мы вигдВ не нашли на вихъ никакого указа- 
ния, —въ весьма р®дкомъ сочивени Кюрабелля (7. СигабеЦе): Ёхатет 4ез Оеш- 
тез 4и зеит Пезатдиез; Рагз 1644, ш-&. (81 стравица). 
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мЪ къ Мерсенну: «Л получилъ только нзсколько дней тому назадъ 
«дв небольшя книги #1 /0ойо, которыя вы мн послали; одну изъ 
«нихъ, въ которой говорится о перспектив$ (сочинеме Дезарга), 
«нельзя не одобрить и не оцфнить въ ней причудливаго и чистаго 
«языка». (Гейгез, $. ГУ, р. 957). 

Книга о квадрантахъ заслужила также одобрене Декарта, кото- 
рый находилъ, что «изобр$ тете превосходно и т$мъ бол$е остро- 
«умно, что оно въ высшей степени просто». (Дейгез, +. ТУ. р. 147). 
Великй философъ не выразилъ своего мн%Ъв1я о книгЪ «4е |а соп- 
ре 4ез рЁеггез», потомучто въ ней недоставало фигуръ *\). 

Кажется, что Дезаргу принадлежитъ также изобртен1е эпици- 
клоидъ и ихъ употреблене въ механик®.—изобр$тене, честь ко- 
тораго Лейбницъ приписываетъ знаменитому астроному Рёмеру. 
Де-Лагиръ въ предисловии къ Ггайе 4ез версуоЧез говоритъ, что 
онъ сдзлалъ въ .замкЪ Болье (Веачйеи) близь Парижа колесо съ 
эпициклоидальными зубцами вмосто друзало подобназо же, постро- 
енназо нъкогда Дезарюмз. Въ предислови къ Ттай 4е тесатдие 
1695 г. Де-Лагиръ повторяетъ даже. что онъ даетъ построеше ко- 
леса съ нечувствительнымъ трешемъ, колеса, первое изобрьтевше ко- 
торазо принадлежить Дезариу, одному изь луишихё зеоме- 
71р0в5 тоо столътая. — 

31. Главный характеръ сочинен1й Дезарга заключается въ боль- 
шой общности теоретическихъ началъ и ихъ прим$нешй, въ той 
общности, которая составляетъ красоту и величайшее достоинство 
Начертательной Геомепули Монжа. Такъ, въ начал своего со- 
чинен1я ВгошШопт ртоуеЁ 4е {а соире 4ез рлеггез Дезаргъ говоритъ, 
что 60 способ для обдълки камней имъетё одинаковое осно- 
ваме с5 способомь ею перспективы ®). Въ письм8 1643 


/ ® 


41, Балье (ВаШе\) въ сочинеяш У 4е Дезсат(ез говоритъ, что эти двЪ кни- 
ги Дезарга были изданы въ 1643 году. Но это ошибка: Балье смёшиваетъ 
ихъ съ сочиневями Босса, которыя явились дёйствительно въ 1643 году; онъ 
не зналъ, что еще въ 1640 году было напечатано Дезаргомъ сочинене Вуоц- 
«Цоп ртодег 4е (а соире 4ез реттез вмЪстЪ съ «Ёез садтапз» и что объ 
этомъ только сочинени могъ говорить Декартъ въ письмЪ къ Мерсенну, пи- 
санномъ въ 1641 году. , 

43) Эти слова Дезарга переданы Кюрабеллемъ въ вышеупомянутомъ сочи- 
нени его; стр. 70. 
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года, присоединенномъ къ сочинентю Босса о квадрантахъ, Дезаргъ 
говоритъ о своей идею ‘и о‘сповобъь зазсматризать эти предметы в 
общем» видь, какь 0 единбтвенномь способь, своиственноме 
ученому. 

Приведемъ еще одно место изъ 'Ргайдиез двотетгомез её реу- 
зреспьез Босса: «Дезнргь доказываль въ общемъ вид, посредствомъ 
«ТВлъ Чжи‘ (ев зойЦе®, что‘обыквовенно не дфлаетея тфми, кото- 
«рые называют ‘6ёбя реометрами, или математиками». 

Этн слова Босса рат (ез 50145 не виачатъ ли. что Дезаргъ ‘при 
доказательствахъ прибфгаль къ ‘фигурамъ трехъ измврешй для 
вывода свойствъ плоскихъ фигуръ? А это и составляетъ теперь 
характеръ школы Монжа въ изся6дованяхъ чистой геометрии. 

Многля мета изъ пнеемъ Декарта доказываютъ, что въ своихъ 
математическихъ изыскан1яхъ Дезаргъь не ограничивался только 
геометр1ей и ея‘прилеженями, но что онъ писалъ также и `объ 
анализЪ:; видно даже, что ему столько же были знакомы и пред- 
меты философеке. 

Вс эти подробности обнаруживаеть гевй Дезарта, воторый 
быль высоко уважаемъ его знаменитыми современниками Де- 
картомъ, Паскалемъ, Ферматомъ; люди же посредственные, пони- 
ман1е которыхъ было ниже новизны и общности его воззръий, по- 
рицали и преслЪдовали его. 

Мы прибавимъ еще н$еколько подробностей о ДезаргВ въ 
Примфчавни ХУ. - 

Только спустя боле стол№тя проявляется снова духъ методовъ 
Дезарга и Паскаля. Эти методы были сохранены для наеъ въ пер- 
вомъ сочинении Де-Лагирао коническихъ сЪченяхъ 1673 г. Этотъ 
теометръ зналъ о сочинени Дезарга Ббгоиоп рго]её 425 сотдиез 
и приводить его заглав1е; но. сочинене  Наскаля 2550 роиг (65 
сот1диез было уже, кажется, совершенно забыто “). 


83) Суит вё ВИ ае 1$ Разсщй, Пезатдиезй ащет раиса за еаца, ео дтавот 
Гир Табот ЧФосйззта деотегае Рф. 4е 14а @те, дшё ве811945 отит (т- 
8{56епз тиЙадие регрёйсйта 4е зио аайсетз, гат вме 18 аттоз ПреЦит 1- 
ИНО М№оъае тео зес1:0тез сот саз её суйтатгесаз ехрИсаптат 
ей... (Аба Ети4., 1685, р. 400. 
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32. Мидоржьъ (1585—1647). Излагая исторю трудовъ Дезарга 
и ваекаля по теорш коничеекихъ еЪчен!й. мы должны вспомнить 
еще уретьяго геометра, ихъ современника. опередившаго ихъ н$- 
скольними годами въ этомъ отд%лф науки. Мидоржь (Муогее), 
эввЪстный какъ ученый и какъ другъ знаменитаго Декарта, былъ 
первый ‚о Францш, написавиий сочинене о коническихъ счентяхъ, 
предпринявший упростить доказательства древнихъ и р$5шивиийся 
пойти далЪе ихъ въ этомъ предметЗ. 

'Сочинен1е его появилось сначала въ 1631 году въ двухъ, а 
отомъ въ 1641 году въ четырехъ книгахъ: за этимъ должны бы- 
чи слфдовать еще четыре книги, но онЪ остались въ руко- 
ПНСИ. 

Мерсеннъ передаеть намъ заглавя ихъ въ (лиое’вае Сеотетае 
адаедцие вс.. слр. 229. Мидоржъь не имВлъ въ виду, какъ Де- 
заргь и Паскаль, главной цЪли — вывести свойства коническихъ 
сВчен!й изъ свойствъ круга поередствомъ перспективы, иди но- 
средствомъ изслВдован1я конуса, на которомъ эти кривыя полу- 
чаются. Сочинен1е его написано въ духЪ древнихъ; но онъ болфе 
ихъ пользовался свойствамп конуса “*) и это дало ему возможность 
изъ одного доказательства вывести предложен!я, которыя требуютъ 
трехъ локазательствъ у Аполлоня; такимъ образомъ онъ внесь 
въ этотъь предметъь значйтельное упрощеше: 

Въ сочинении Мидоржа находится изящное рёшеше задачи «но- 
мстить на данномъ конус$. данное коническое сфчевне»; Аполло- 
лон!й, въ своей шестой книг%, рЪшиль эту задачу ‘волько для 
прямаго конуса (Теоремы 39, 40 и 41-я 3-й книги). 

Вторая книга имфетъ предметомъь построене коническаго сЁче- 
ня по точкамъ на плоскости. Аполлошй не занимался этой зада- 
чей, но она должна была находиться въ 2[0си з08Ча Аристея, 
такъ какь зАФеь говорилось о коническикъ сЪчемяхъ на плоскости 
ий излагались таюмя свойства этихъ кривыхъ, которыхъ не было въ 
Еенета сотёса Аполлоя, потомучто подобное же’ сочиненше, но 
отличное оть Соса зой4а, было также написано Аристеемъ. 


—— 


14) Мы войдемъ въ ифкоторыя подробности о способЪ древнихъ, когда бу- 
демъ говорить о большомъ сочинен!и Де-Лагира Ттайе 4ез сочидиез. 
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Между разлачными способами Мидоржа для построеня коничес- 
кихь сфченй укажемъ на образоване эллипса точкою прямой 
лини, скользящей концами по двумъ другимъ прямымъ ‘°); и еще 
построеше той же кривой посредствомъ измфнен!я всЪхъ ординатъ 
круга въ данномъ отношени—лостроеше, которое уже было 
употребляемо Стевиномъ ( Огизге; тайетайдиез, р. 348). 

Въ этой же книг находимъ предложене, что если изъ какой 
нибудь точки въ плоскости коническаго сЪчен1я будемъ проводить 
прямыя лиши ко всфмъ точкамъ кривой и будемъ, продолжая 
ихъ, увеличивать въ данномъ отношении, то концы этихъ лив!й 
будутъ лежать на новомъ коническомъ сфченши, подобномъ перво- 
му. Это очень простое предложене скрытымъ образомъ заключает- 
ся уже въ шестой книг$ Аполлон!я, гдз рЪ%чь идеть о подобныхъ 
коническихъь сЪченяхъ, и мы приводимъ его здфсь только пото- 
му. что оно вм$ст$ съ предыдущимъ способомъ образовашя (ухли- 
нешемъ ординатъ въ постоянномъ отношен1и) служить точкою 
отправлен1я и простёйшимъ случаемъ метода преобразоваюя Фи- 
гуръ, который, какъ мы увидимъ, былъ значительно расширенъ 
Де-Лагиромъ и Ньютономъ, потомъ распространень Понселе на 
фигуры трехъ изм$ренй въ сочинени о проэктивныхъ свойствахъ 
фигуръ; въ настоящее время этотъ методъ получилъ еще большее 
развит1е и мы разематриваемъ его въ нашемъ мемуар подъ на- 
зван1емъ 10м0’рафическазо преобразовашя, какъ одичъ изъ са- 
мыхъ могущественныхъ способовъ новой геометрии. 

33. Григорй С. Винцентъ (1584—1667). Подробный разборъ 
сочинен1й Дезарга и Паскаля, относящихся кь новой геометрии, 
отвлекъ насъ отъ другой части геометрли, отъ геометраи м$ры, въ 
которой, съ большимъ или меньшимъ искуствомъ, въ боле или ме- 
нЪъе явной форм, вводится безконечная величина. 


и“ 


45) Такой способъ черченя эллипса былъ уже доказанъ Стевиномъ, кото- 
рый приписываетъ изобртевне его Гвидо Убальди, и дЪйствительно онъ изло- 
женъ въ сочинени Г. Убальди: Р/тёрйае“сотит иоетзййит  Треотчеа, 
(1—4, 1579); во этотъ способъ былъ извЗетенъ уже древнимъ; Проклъ го- 
воритъ объ немъ въ своемъ комментар!и ко второму предложен(ю 1-й 
квиги Евклида. 
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Возвратимся къ этому отдзлу науки, въ которомъ мы указали, 
какъ изобр$тателей, Кеплера, Гюльдена, Каваллери, Фермата, Ро- 
берваля, Паскаля. Вел$дъ за этими генальными людьми и на®д- 
ной съ ними высот мы находимъ Григор1я С. Винцента (@г6хоте 
4е 54.-Ушеет{). 

Этотъ„.геометръ, одинъ изъ самыхъ глубокихъ знатоковъ древней 
геометри, прилагаль, подобно Каваллери и Робервалю, но совер- 
шенно самостоятельнымъ образомъ, способы Архимеда къ изыска- 
шю квадратуры криволинейныхъ пространствъ. Его способъ, на- 
зывавиийся Дис рат т тапит, ‘представлялъ, подобно спосо- 
бамъ Каваллери и Роберваля, усовершенствованйе способа истоще- 
н1я; онъ былъ столь же строгъ, какъ способъ Архимеда, и боле 
другихъ удобенъ для приложений.” Большое значен!1е придавало ему 
различное расположенте вписанныхь и описанныхъ около кривой 
многоугольниковъ, и Григорй С. Винцентьум$льъ этимъ восполь- 
зоваться. Въ такомъ различ1и способа С. Винцента отъ способа 
Архимеда заключалось другое, весьма важное, преимущество: не 
безъ основаня можно предполагать, что дифференщальный тре- 
угольникъ, являющИЙся въ чертежахъ Гр. С. Винцента между кри- 
вою и двумя послЗдовательными сторонами одного изъ двухъ мно- 
гоугольниковъ @ бсйейез (внисаннаго или описаннаго), долженъ 
былъ привести Баррова, Лейбница и Ньютона къ исчислен1ю без- 
конечно малыхъ. Подобнымъ образомъ связываются между собою 
и расширяются ве истины въ наук; величайпия открыт!я не бы- 
ваютъ внушаемы однимъ вдохновен1емъ, они бываютъ подготовле- 
ны гораздо ранЪе. 

Григорй С. Винцентъ. заслуги котораго, несмотря на мн%н1я 
Гюйгенса и Лейбвица 8), еще недостаточно оцфнены, обогатилъ 
геометртю многочисленными открытями также и въ теории кони 


46) Вотъ слова Лейбияица: Мауога (‘петре баШеат; её СазаЦетатгз) 8и451- 
фа айщетии таит с@ебтез, Сатезиз оепза гаНопе [теаз Сеотейтзае 
сотитлииз ехрутеп@ рег аедиаотез; Гегтайиз атоема тейодо 4е тата 
6 тиит: ас @тедотиз а запо Утсепйо пи Из ртаеатз стоетвх. (Аба 
етиаи., 1686, и Осиотез 4е Гефтиз, %. Ш, р. 199). 
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ческихъ сФченй. Ему обязаны мы замЪчательнымъ свойствомъ ги- 
перболическихъ, огранйченныхъ асимптотами, площадей, которыя 
представляютъ логариемы абециссъ.^ 

Изъ очень многихъ сиособовъ преобразован1я на плескости кони- 
ческихъ сЗченй однихъ въ друмя мы должны упомянуть здЪеь о 
двухъ премахъ, сдфлавшихся вхосльдетв\и веевма унотребительны- 
ми въ иекуствахъ и послужившихь точкою исхода цфлому ряду 
методовъ преобразеваня хигуръ, составляющихь одно изъ важ- 
иЪйшихъ учен!й новой геометраи. 

Первый изъ этихъ способовъ, употреблявиийся уже Стевиномъ 
и Мидоржемъ, востоитъ въ увеличени въ постоянномъ отношени ор- 
динатъ кривой лини; второй въ наклонен1и этихъ ординатъ на 
одинаковое угловое количество. такъ что онЪ остаются нараллель- 
ными между собою. - 


Пятнадцать лЪтъ спустя, Лейбницъ писалъ еще: 245 Отедогиз а 5. Ут- 
сетНо диадтиитат сгсий @ Пуретфае поп афзотегИЕ, едтеда атеп тийа 
аеди (Оеиотгез 4е Гефтиз, 1. У, р. 189). 

Монтукла вь своей Нзюге Цех то фетайчиез выражается такь: 

«Сочивене Григор1з С. Ввацевта есть ис:инное сокровище, богатый за- 
пасъ геометраческихъ истинъ, важныхъ и любопытныхъ открытий». 

Если сочивен1я Григор!я С. Винцента не изучались до сихъ поръ сколько 
они заслуживаютъ, то прачина этого безь сомифн!а заключается въ почти 
одновременномъ открытш геометрии Декарта и исчислен!я безконечно-малыхъ, 
которыя увлекли умы всЪхъ въ область анализа. Посл двоякаго свидЪтель- 
ства, приведевнаго выше, о достоинств этого геометра, мы считаемъ себя 
вправЪ предложить молодымъ математикамъ, взрящимъ въ усоф%и и будущ- 
вость геометри, читать его сочинен!я. Они встрЪтять тамЪ мвогя, еще по- 
выя для нихъ и прекрасвыя открытий. 

Въ интересной замфткЪ Кетле о Григори С. Винцент$ сказано, что онъ 
оставилъ много рукописей, которыя собраны въ 13 томахъ т /0{. и находат- 
ся въ библютекЪ въ БрюсселЪ. «Было бы желательно, прибавляетъ Кетле, 
чтобы кто-нибудь изъ друзей вауки взалъ ва себя тр.лъ пересмотр$ть 
этотъ р$ёдый паматникъ. Онъ можетъ-быть нашелъ бы туть вещи до сихъ 
поръ еще веизв$стныя. Потомучто коническя сфченя представляютъ ноисто- 
щимый источвикъ свойствъ и было бы слишкомъ см$ло сказать, что этотъ 
предметъ совершенно исчерпанъ». (Согт’езроп4атее тиййета щие её рпуздие, 
. Бр. 162). 


\ 
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Григорий С. Винцентъ преобразовывалъ кругъь въ эллипсъ каждымъ 
изъ этихъ способовт. и обоими вмЪетЪ. сочетая ихъ ‘различным 
образемъ. 

Олнако мы должны замфтить. что эти два способа преобразова- 
ня’ иредставляютъ въ сущности только одинъ бспособъ и даютъ 
пройехождене тождественно однимъ и тфмь же фигурамъ; это 
одинъ и тотъ же способъ, но въ различныхъь формахъ, инфющихъ 
каждая свои особыя удобства. - 

'Веегда полезно разсматривать подобнымъ образомъ одну н туже 
истину съ различныхъ точекъ зрЪн!я, чтобы извлечь изъ нея ве 
выгоды и всф сл8детвя, къ которымъ она можетъ вести. 

Теотрля коническихъ сЪчен1й доставила уже намъ самое убЪди- 
тельное доказательство этого въ тЪхъ различнихъ преобразованяхъ, 
къ которымъ, какъ мы показали, способны теоремы Дезарга и Па- 


\ 


скаля и которыя даютъ этимъ теоремамъ возможность заключал: 
въ себЪ безконечное число слФдетый, обнимающихь собою боль 
шую часть свойствъ коническихъ сЪчешй (См. Нрим. ХУ). 

Григорий С. Винцентъ написалъ глубок трактатъ о сравнен!т 
спирали съ `‘параболой, —преднеть, которымъ занимался также Ка- 
валлери; въ немъ находятся удивительныя сближен1я между эти- 
ми двумя кривыми, свойства которыхъ большею частю соотвЗт- 
ствують другт другу. Равенство двухъ соотвЪтетвующихь дугъ 
этихъ двухъ кривыхъ было также доказано Робервалемъ, но сио- 
собомъ очень труднымъ, основанпнымъ на его учени о составных 
движешяхъ; оно же было потомъ предметомъ превосходнаго ме- 
муара Паскаля 7), который представляетъ первый примфръ сравнс- 
нен1я двухъ разнородныхъ кривыхъ лин!й посредствомъ чистой ге- 
ометри древнихъ и безъ помощи безконечно малыхъ. 

34. Еслибы мы писали полную истор1ю геометрии, а не только 
очеркъ постепенной выработки ея методовъ, относящихся по пре- 
имуществу къ новой геометрии, то мы должны бы были для по- 
полненя второй эпохи упомянуть о трудахъ еще многихъ другихъ 


- #1) Боие 4ез Пупез зрутще 4 ратафойдие (Оецьхез 4е Разеще 1. У, р. 
= 496—452). - 
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геометровъ, съ успЪхомъ занимавшихся чистою геометрею древ- 
нихъ и новымъ учешемъ о нед$лимыхъ и способствовавшихь зна- 
чительному развитию науки впослЁдстви. Во глав ихъ стали бы 
два знаменитые ученика Галилея: Торичелли и Вив1ани, превосход- 
ныя и важныя изслВдованя которыхъ мы изложили бы съ 0собою 
любовю; потомъ [ефац@, Га Ропфёге, бтехогу, ЕЙеппте 4е Апхейв, 
М1еве]-Апхе В1се1. Мегесафог, Зевоойеп, Сеуа, Ниаусепз, Э\2е, Утеп, 
Мео!аз, Гогеприи, б4о-@гап@1 и др. | 

Мноче изъ этихъ геометровъ занимались также возникавшею 
въ то время геометрею Декарта и потому будуть играть роль въ 
слЗдующей энохз между двигателями этого великаго изобр$тевя. 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ. 
ТРЕТЬЯ ЭПОХА. 


1., Декартъ. (1596—1650) ВажнЪзйшая услуга была оказана 
геометр1и Декартомъ. Этотъ философъ, благодаря неоц$ненной 
‘мысли своей о приложении аллебры кз теории кривых лиши. соз- 
далъ оруд1е для преодол$н1я препятств1й, останавливавшихь до 
т$хъ поръ величайшихъ геометровъ, и существенно изизнилЪ видъ 
математическихь наукъ 1). 

Это ученйе Декарта, ни малфйшаго зачатка котораго мы не на- 
ходимъ въ сочинен1яхъ древнихъ геометрогъ и о которомъ одномъ 
только, можетъ-быть, можно сказать то, чтб сказаль Монтескье 
о своемъ Язрги 4е (015: «ртойез те тате стеа1а».—это учеше, 
говорю я, придало геометр1и характеръ отвлеченности и всеобщ- 
ности, существенно отличивиий ее отъ геометрии древнихъ. Спо- 
собы, созданные Каваллери, Ферматомъ, Робервалемъ, Григоремъ 
С. Винцентомъ, носили также отпечатокъ этой общности въ ихь 
метафизическихъ принципахъ; но они не имфли ея въ прило- 
жен1яхъ. Только идея Декарта доставила средство прилагать эти 
способы однообразнымъ и общимъ образомъ; она была необходи- 
мымъ введенемъ къ новымъ исчисленямъ Лейбница и Ньютона, 
которыя не замедлили возродиться изъ этихъ превосходныхъ спо- 


собовъ. 


1) Приложене алгебры къ теория кривыхъ лин! есть предметъ Геометр!и 
Декарта, которая вмёств съ его сочинешями Тгой6 4ез Мёвогез и Горицие 
появилась въ Лейден въ 1637 году волдъ, и какъ бы въ вид$ испыта- 
н!я, за его знаменитымъ Ле{о4йе, на которомъ основывается современная 
$ил0С021Я. 

Конечно ни Одна Философская система не имЗла при своемъ появлев!и такой 
поддержки, какую давали методу Декарта подобныя испытания. 
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Геометртя Декарта. кромЪ этого характера всеобъемлемости. 
представляеть въ сравнен1и съ геометр1ею древннхъ еще другое 
особое отличе, на которое слфдуетъь обратить внимание: она, по- 
средствомъ одной формулы, указываетъ обшя свойства пЪлыхъ 
группь кривыхъ лин, такъ что, когда этимъ путемъ открывается 
какое-нибудь свойство одной кривой, тофчаеъ же узнаютея такя 
же или подобиыя свойства. во множествЪ другихъ лин1й. До этих» 
же поръ изучались только отдЪльныя свойства нЪкоторыхъ кри- 
выхъ, разематрямаемыхъ порознь, н всегла посредсввомь:. такихт 
премовъ. которые не устанавливали никакой связи между различ- 
ными кривыми. 

Съ этихъ поръ началось быстрее развит! геометрии, и усивхи 
ея распространились на ве дручя науки, находящ1яея съ нею 
въ ирикосновенш. Сама алгебра получила въ ней полезное пособе, 
ся символичеемя дфйствая стали болфе 'наглядны, значене ея рас- 
ширилоеь и обЪ эти главныя отрасли нашихъ положительныхь 
знатй пошла съ этихъ поръ одинаково в$рными шагами. 

достаточно указать на одно изъ первыхъ-и самыхъ важныхъ 
пренмуществъ, доставленныхь геометрею алгебру, именно на ис- 
толковале и употреблене отрицательныхъ р$фшенй, которыя до 
тЪхъ поръ считались не имфющими никакого значен1я и такъ силь- 
но затрудняли древнихъ аналистовъ. 

Слособъ нпеопред$ленныхъь коэффищентовъ, который Декартъ 
нзобрфлъ въ своей геометрии и которымъ онъ съ такимъ успЪхомъ 
пользовален, есть также одно изъ саиыхъ глубокомысленныхь и 
самыхъ полезныхъ открытй въ анализЪ. 


Прибавлен". Въ письмахъ Декарта встрЪчается много м%®етъ, 
относящихся къ геометрии. Его книга ОрибсиМ розйита (Атя. 
1701. ш 4) также закаючаеть въ себЪ н%еколько отрывковъ по 
геометри. аль, что никто еще не подумаль собрать всё эти 
разсфянные отрывки_и присоединить ихъ къ одному изъ миогочи- 
сленныхъ изданй геометри Декарта. 

Мы ограничимея указашемъ въ письмахъ знаменитаго философа 
на одинъ ос-бый методь, изобр№тенный имъ для рьшешя задачи. 
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занимавшей неоднократно какъ его самого, такъ иего современ- 
никовъ Фермата, Роберваля и Паскаля. именно задачи о каса- 
тельной къ циклондЪ. Методъ Декарта, въ то время пользовав- 
пИйся большою извфетност1ю, чрезвычайно простъ и можеть при- 
мфнятьея, какъ замфтилъь это и Декартъ, къ укороченнымъ и 
растянутымъ циклоидамъ и даже вообще ко вефмъ кривымъ, об- 
разуемымъ точкою плоской кривой, катащейся по другой, непод- 
вижной, кривой. Способъ состоить въ томъ, что об кривыя 
разсматриваются какъ многоугольники съ безконечнымъ числомъ 
сторонъ. Многоугольники эти прикасаютея другъ къ другу по об- 
щей сторонЪ и потому въ каждый моментъ имфютъ двЪ общ1я 
вершины; во время безконечно-малаго персм5щев1я первый мпо- 
гоугольникъ вращается около одной изъ вершинъ, остающейся 
неподвижною, и точка многоугольника, образующая кривую, опи- 
сываетъ слфдовательно дугу круга, центръ котораго находится 
въ неподвижной вершинЪ; нормаль къ этой дуг, представляющей 
элементъ описываемой кривой, проходить такимъ образомъ черезъ 
упомянутую вершину. 


Этотъ способъ, существенно отличаюпийся отъ всЪхъ другихъ 
способовъ проведен1я касательныхъ, примф$няется съ тЪхъ поръ 
постоянно, благодаря его необыкновенной простот$. Но безъ со- 
мнЪюя волфдетве именно этой простоты онъ не обратилъ на 
себя должнаго вниман1я геометровъ; его употребляли только въ 
этой самой задач$ и довольствовались распространенлемъ его 
еще на сферическля эпициклоиды, Изел$довавъ, въ чемъ заклю- 
чаются отличительныя особенности п различ!я этого способа отъ 
другихъь рёшезй задачи о касательныхъ, мы старались узнать, 
не способенъ ли принципъ, лежаш1й въ его основанйи, къ такому 
обобщенаю, которое д$лало бы его примфвимымъ ко всякой дру- 
гой залач$. 


Сл$дующая теорема представляетъ, какъ намъ кажется, обоб- 
щен1е этого способа Декарта. 


Козда плоская фиура получаеть безконечно малое перемъ- 
чщенле въ своей плоскости, то всезда сушествуеть точка, остаю- 
чаяся во время этою движеня неподвижной. 


Нормали, проводимыя в5 фазличныхь точках фицоы к 
этраэкторлямъ, описываемымь этими точками во время безко- 
нечно малоло движеня, проходять всъ черезь упомянутую не- 
подвижную точку. 


На основани этой теоремы для построенля вормали къ кри- 
вой, описываемой точкою движущейся плоской фигуры, достаточ- 
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но опред$лить точку, которая остается неподвижной въ тотъ 
моментъ, когда образующая точка приходить въ разсматриваемую 
точку кривой. Положевне неподвижной точки опредфляется при 
помощи услов движен1я фигуры. 

Если, наприм Бръ, извфотно движен1е двухъ точекъ фигуры, 
то искомая неподвижная точка опред$лится пересЗченемъ нор- 
малей къ описываемымъ кривымъ. 

Пусть пряуая данной длины двнжетея такъ, что концы ея 
остаются на двухъ нелодвижныхъ прямыхъ; известно, что при 
этомъ каждая точка какъ на самой прямой, такъ`и внф ея, но 
нензм$ няемо съ нею соединенная, будетъ описывать элднисъ. 
Чтобы опредЪфлить нормаль къ этой кривой, проведемъ черезъ 
концы движущейся прямой перпендикуляры къ неподвижнымъ 
прямымъ: искомая нормаль пройдеть черезъ точку пересфченя 
этихъ перпендикуляровъ. 

Движен1е фигуры можетъ бнть опредфлено различными дру- 
тими условями, съ помощю которыхъ также легко удается най- 
ти эту неподвижную точку. | 

Положимтъ, напримфръ, что описывается конхоида Никомеда 
точкою прямой линш, проходящей чрезъ неподвижную точку и 
скользящею однимъ концомъ по неподвижной прямой. Разсемо- 
тримъ движущуюся прямую въ какомъ-нибудь положен!и; возста- 
вимъ къ ней перпендикуляръ въ неподвижной точкЪ и другой 
перпендикуляръ къ неподвижной лини въ той точкЪ, гдЪ хежитъ 
ковецъ движущейся прямой. Пересфченемъ этихъ двухъ перпен- 
дикуляровъ опредфлится искомая точка, черезъ которую прохо- 
дить нормаль конхоидч. 


Мы не будемъ зд$сь останавливаться на другихъ разнообраз- 
ныхъ услоняхъ перем$щен1я плоской фигуры и не будетъ изы- 
скивать т кривыя, къ которымъ помошлю этого према легко 
проводятся касательныя. 


Предылущаго достаточно для указан!я, что изложенная нами 
теорема представляетъь обобщен1е идеи, высказанной Декартомъ 
по поводу касательной къ циклоид$, и что теорема эта ведетъ къ 
особому способу касательныхъ, отличающемуся отъ всфхъ дру- 
тгихъ и даже отъ способа Роберваля, хотя онъ также основанъ 
на мысли о движении. Замфтимъ впрочемъ, что ирнм$нен1е этого 
легкаго способа, также какъ и способа Роберваля, ограниченно, 
потому что въ немъ предполагаются извфстными геометрическля 
услов1я перем$щея1я фигуры, точка которой спис чхваетъ данную 
кривую. Способъ этоть примфнимъ однако какъ къ большому чи- 
елу особыхъ кривыхъ, такъ и къ цфлымъ семействамъ. 
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Приложен1я нашей теоремы не ограничиваются геометрлей, но 
могутъ быть также полезны п въ мэханикЪ$ при вычиеслен!и жи- 
гыхь силъ. ДЪФйствитольно, изъ теоремы слЪдуетт, что жявыя си- 
лы различныхъ точекъ подвижной флгуры пропорц!ональны ква- 
дратамъ ихъ разстояй отъ той точки, которая въ данный мо- 
менть остается неподвижною; сл$довательно. если положен!е этой 
точки извфстно, то достаточно знать живую силу еще одной ка- 
кой-нибудь точки фигуры. Понселе заявилъ мнЪ, что 1мъ сд$лано 
подобное приложен1е этой теоремы ко многим вопросамъ о ма- 
шинахъ—вопросамъ, въ которыхъ до сихъ пэръ не существовало 
никакого геометрическаго способа для вычисленая живыхъ силъ. 


Н$еколько лЪть тому вазадъ (См. ВиПейт ипетзе| 4ез зсдеп- 
сез, $. 14) мы представили эту теозему какъ частный случай тео- 
ремы о клкомъ-либо конечномъ перемфщен!и фигуры въ плоско- 
сти и даже какъ частный случай боле общей теоремы о двухъ 
подобныхъ фигурахъ, расположенныхъ какъ угодно на плоскости. 
06% эти теоремы зависятъ въ свою очередь отъ слфдующаго ещ › 
бол$е общаго принципа. 


Разсмотримь на плоскости двъ физуры, которыя первона- 
чально были перспективами одна друюй и потомь помъшены 
на плоскости какимь бы то ни было образом; каждая точка 
одной фллуры будеть при этомъ имъть себъ соотвътственную 
на дру; существуеть вообще три точки одной фллуры, ко- 
торыя совпадають с5 своими соотвътственными точками на 
друой. филур; одна изъ этижь точекь вседа дъйствительная, 
двь же друмя момутё быть мнимыми. 


Отсюда сл$дуетъ, что на одной фигур существуютъь также 
три прямыя, совпадающля съ соотвфтственными прямыми второй 
фигуры: это именно прямых, соединяющ]я три сказанныя точки. 


Одна изъ тавихъь прямыхъ всегда дЪйствительная; двЪ друг!я 
могутъ быть мнимыми. 


Когда двЪф фигуры подобны, что представляетъ частный слу- 
чай перспективы, то дв изъ трехъ точекъ и двЪ пзъ трехъ пря- 
мыхъ будуть всегда мнимыя; третья точка дЪйствительная; 
третья прямая также дёйствительная, но лежитъ въ безконечности. 


Тоже будетъ и въ томъ случаВ, когда двЪ фигуры равны меж- 
ду собою. 


Этимъ свойствамъ плоскихъ фигуръ существуютъ соотвфтетвую- 
ия въ фигурахъ трехъ измфрешй и я вывелъ уже н%еколько 
теоремъ, относящихся къ этой теория (См. ВиЙейп ипетзе 


4ез зсептсез, 1. 14, р. 321, 1830). 
7* 
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2. Духъ и иремы геометрия Декарта слишкомъ коротко 
извЪстны вебмъ, знагомымь даже толгко съ первыми основ- 
ными началами математаки, тАкъ ч10 намъ пЪтъ надобности 
входить въ подробности по эгому предмегу. Мы прямо пе. 
рейдемь кь осзору сочинешй важн5йшихь писателей, жив- 
шахъ во время Деканта и развивавшихъ его геометрию, рас- 
шаряя при ея помощи кругь математачеекахь истинъ преи- 
мущественно въ области теор" кривыхъь лин. 

Ферматъ. Ирехжде вевхь должно упомянуть о Ферма- 
т и РобервалБ. Еще до нояваевшя гоомегуи Декарта Фер- 
матъ самъ употреблялъь подобные же аналитические пр1емы. 
Но сочанен1я его. основывавиняся главнымъ образомъ на 
его прекрасномъ сповобБ де талтез е тиийтзз, по ево- 
имъ свойствамь п своему особому харастеру праближались 
скорфе къ гсометрическимь сочинешямъ древнихъ, чЬмъ къ 
трудамъ Декарта. 

Роберваль. Роберваль, велБдетые зевниваго соперни- 
чества, существовавшаго между нямтъ и великимь фиалосо- 
фомъ, критиковаль до малБйшихъ подробностей новую гео- 
метраю и этимъ существенно снособствоваль ея распростра- 
неню, Съ другой стороны онъ нзкоторымъ образомъ воз- 
далъ ей должный почетъ, оставивъ памъ искусное прим не- 
не свойственнаго ей способа къ построеню мъсть посред- 
ствомъ уравненй въ сочинеши подъ загламемь 1) тезом-. 
Нопе аедиайоптил». 

3. Де-Бонъ. (Ше Везиле, 1601 — 1651). При появлени 
геометр1и Декарта духъ п значене ея были усвоены преи- 
мущественно Де-Бономъ; онт, облегчилъ чтене новой геоме- 
три примБчан1ями, которыя цЪнилиеь высоко самимъ Де- 
картомъ и которыя были прябавлены къ нфкоторымт мЪс- 
тамъ, затруднявшимъ по краткости изложеня и по новости 
предмета даже лучшихъ геометровтъ. 

Де-Бону первому принадлежить мысль ввести въ теор!ю 
кривыхъ лиНШ свойства касательныхъ, какъ элементъ для 
построешя гризыхъ; опъ же, по погоду одной задачи подоб- 
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наго рода, предложенной имъ Декарту, изобр$лъ обратный 
епособъ. касательныхъ. Онъ предложилъ именно построять 
такую кривую, чтобы субтангенсъ (считаемый по оси абециесъ), 
раздфленный на ординату, имфлъь постоянное отношене къ 
отрЪзку ординаты, заключающемуся между кривою и по- 
стоянною прямою, проходящею черезъ начало кривой подъ 
угломъ 45° къ оси абециссъ °). 

Задача этз, трудная даже при нособ1и интегральнаго ис- 
числен1я и по изобрЪтеюши этого исчисленя занпмавигая со- 
бою Лейбница и братьевъ Бернулли, была разрЪшена Де- 
картомъ, привыкшимъ побЪз ждать самыя большия затруднен1я 
въ геометрш: Декарть съумЪлъ привести эту задачу къ 
геометрическимъ мЪетамъ, разсматривая каждую точку кри- 
кой какъ пересчете двухь безконечно-близкихъ касатель- 
ныхъ. Этимъ путемъ онъ открылъ, что кривая иметь асимп- 
тоту параллельную постоянной прямой и что субтангенсъ, 
взятый по направленю этой прямой, иметь постоянную 
величину. Свойства эти привели Декарта къ построен!ю ка- 
сательныхъь къ кривой и къ построев1ю самой кривой по- 
средствомъ двухъ линеекъ, движущихся съ опред$ленными 
скоростями. Несоизм$римость этихъ движен!й показала ему, 
что кривая принадлежитъ къ разряду механическихъ, къ ко- 
торымъ его анализъ не прим$намъ. Поэтому онъ и не далъ 
ея уравнен1я. (Гейгез 4е Пезсатез, $, УТ, р. 137) °). 

Декартъь въ своей геометрти разсматривалъ только такля 
ирнвыя, уравнен!я которыхъ по его системЗ координатъ бы- 
яи опредБленной конечной степени; онъ называлъ ихъ кри- 
ВЫМИ 1еометрическими, присвоивъ остальнымъ назване ме- 
таническихь. Лейбвицъ ввелъ назван1е а./лебраическая п транс- 


°) ГеНтез 4е ПезсатЕез, %. ТУ, р. 815. 

*) Письмо, въ которомъ Декартъ излагаетъ Де-Бону гвои идеи объ 
этихъ совершенно новаго рода изысканяхъ, разсматриваемыхъ имъ 
какъ обратныя его правилу касательныхъ, есть, по нашему мнф- 
Ню, одинъ изъ важнФйшихь документовъ и должно занять почетное 
мфето въ истор!и новаго исчислетня. 
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цендентныя кривыя. Теперь употребляютъ безразлично вы- 
ражен1я эсометричестя и амебраинческая для обозначен1а 
кривыхъ, бывшихъ предметомъ геометр1и Декарта. Мы бу- 
демъ пользоватся постоянно первымъ назван1емъ, потому 
что обозначаемыя имъ кривыя отличаются нфкоторыми об- 
щими геометрическими свойствами столько же, какъ и ви- 
домъ ихъ уравнен!й; притомъ эти свойства могуть быть 
доказываемы путемъ чисто-геометрическимъ безъ помощи 
вистемы координать и алгебраическихъь формулъ Декарта. 


4. ПТутенъ. ($с№о04ел,16.—1659) написалъь пространный 
комментарй къ геометри Декарта и далъ многочисленныя 
приложен!я его способа въ сочинении Ехе’тс айНопез Сеоте- 
4сас, преимущественно въ 3-й книг$, представляющей воз- 
становлеше Соса 1апа Аполловя, и также въ 5-ой книг, 
имЪющей заглав!е: Де пез сито; зиретотит депегит, ет 
504 зесиоте отиз. ЭЗдЪеь находимъ мы первый прим ръ 
примфнентя способа координатъ къ кривымь въ простран- 
ствЪ; впрочемъ дБло идетъ пока только о плоскихъ кривыхъ 
и Шутенъ употребляетъь только двЪ координаты. Но самые 
вопросы подобнаго рода были тогда еще новы и были пер- 
вымЪ шагомъ въ аналитической геометр1и трехъ измзренйй, 
которая, какъ увидимъ въ конц третьей эпохи, развилась 
только спустя пятьдесятъь лЪтъ. 


Шутенъ написалъь еще трактать объ орзаническом» обра- 
зованёи конических съченйй, гдЪ онъ указываетъ различные 
способы чертить эти кривыя непрерывнымъ движенемъ. 
Черчене эллипса помошлю точки прямой, скользящей кон- 
цами по сторонамъ угла, было извфетно еще прежде: оно 
указано было Гвидо Убальди и Стевиномъ и ведетъ начало 
еще отъ отъ древнихъ геометровъ, о чемъ нами было уже 
сказано по поводу Прокла. Шутенъ обобщиль этотъь премъ, 
распространивъ его на случай, когда образующая точка на- 
ходитея внф прямой. Въ сочинен!м, кромЪ способовъ черче- 
ня коническихъ сБченй, находимъ вычислене ихъ свадра- 
туръ по способу недЪлимыхъ Вавальери. 
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Прибавлене. Арабы также завимались органическимъ обра- 
зованемъ кривыхъ лий п въ особенносги конпческихъ сЪче- 
н1Йй. Это видно изъ заглавй трехъ елБлующихъ сочинен1й, нахо- 
дящихся въ Лейдевской библотек$. 


1) Арте $еп СЯ бифгитеиз: Пе сопсатит зесИопит 
дезста?юпе. 


2) Ави Зейё Ситаеиз: Де отето рер{есю, дио сеНат зесйо- 
пез сопзсае её айае Ппесае ситуае 4езст®з роззи. 


3) Май. 6еп Низет; Пе отето регЁесю её рогтайНопе Ппеа- 
гит. (См. (0диз ПФгогит Фат зтртгеззотит дцат тапиз- 
спрютит БФИофесае рибИсае итсетзнайз Гид4ипо Вщатае; 
1ш #01. 1716, р. 454, 455). 


5. Вторая книга Ехегсйайнотез Чеотейзсае ееть соора- 
н1е задачъ, разр шаемыхъ посредетвомъ одной прямой лини. 
Это первые примфры, относящлеся къ той особой геометрия, 
которая въ послЗднее время изслБдована въ подробности 
Сервуа и Бр!аншономъ подъ именемъ зеометри линейки. 
Въ конц 2-й книги, подъ заглатемъ Арреп@х, Шугевъ 
р%&шаеть двЪвадцать задачь, въ которыхь точки или лини 
предполагаются невидимыми или недоступными по причип В 
препятствй. Шутенъ говоритъ, чго на подобныя изыскан1я 
онъ наведень быль чтемемъ сочинеюмя Сеотейча регеди- 
патз, авторъ котораго р шаетъ при помощи однихъ кольевъ 
задачи практической геометр1и, приложямыя главнымъ обра- 
зомъ къ военному дЪлу. Сочинен1 это, безъ имени автора 
и безъ указавая времени издан!я, не показалось Шутеву ста- 
рымъ и по его мн$нио напечатано было въ Польш$. 


6. Шутенъ принадлежалъ кь числу тъхъ математиковъ, 
которые, въ виду могущественныхъ и возбуждавшихъ уди- 
влен1е пособ1й, оказываземыхъ анализоме геометрш, припи- 
сывали аналитическимъ пр1емямъ ясность и изящество въ 
доказательствахъ и построеняхъ древнихъ геометровъ, об- 
виняя ихъ въ сдкрытш настоящаго пути къ своимъ отры- 
пямъ ради возбужден1я большаго увивлен1я вь потометв$. 
Въ подтвержден1е этого мнБн1я, Шутенъ на многихъ при- 
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мфрахъ *) показалъ, что синтетичесай способъ всегда мо- 
жетъ былъ выведенъ изъ аналитическаго. Но Шутенъ не 
позаботился разъяснить истинное значене слова анализ, 
какъ его понимали древн!е, и въ особенности тзхъ прим$: 
ровъ анализа, которые намъ оставлены Паппомъ; въ этомъ 
заключается причина ошибки Шутена: разума подъ анали- 
зомъ только употреблене алгебры и не находя никакого 
слЪда ея до Длофанта, онъ вывелъ заключене, что древше’ 
скрывали свой анализъ. 


Это обвинеше было высказано въ первый разъ Нон1усомъ 
въ его Аллебръ и потомъ повторено во П глав Аллебры 
Валлиса; впоелЪдетв1и оно потеряло значен1е и сочтено бы- 
л0 неосновательнымъ. 


7. Слюзъ (Зшхе, 1623—1685) и Гуддъ (Над4де, 1640— 
1704) усовершенствовали способы Декарта и Фермата для 
проведен1я касательныхъ и для изысканя тазжта и пипута; 
Слюзъ пополнилъ прекрасное построеше уравненйй третьей 
и четвертой степени посредетвомъ круга и параболы, дан- 
ное Декартомъ, показавъ, что для этого можеть служить 
кругъ и какое угодно коническое сфчеше данной величины; 
обобщене это было важно для того времени. 


8. Де-Виттъ (Ое УМ! 1625—1672), знаменитый пен- 
стонарй Голланд1и, упростилъ аналитическую теорлю геоме- 
трическихъ м$еть Декарта; онъ изобр$ль новую и остроум- 
ную теор!ю коническихъ с$ченй, основанную на различныхъ 
построещяхъ этихъ кривыхъ на плоскости безъ помощи ко- 
нуса; изъ этой теор1и онъ вывелъ важнфйпия свойства ко- 
ническихъь сЪчен1й чисто-геометрическимъ путемъ. 


Построешя Де-Витта приводятся къ пересеченямъ пря- 
мыхъ линй, представляющихъ большею частю стороны дви- 


—— д ——ыщ—щ-———-- 


=” 


*) Тласюфиз 4е сопоттапаз детопятгайот8 из деотей“с18 ех сщ- 
со щоебтодсо. Посмертное издан1е.—3Зд$сь находимъ аналитическое 
доказательство теоремы Птоломея объ отр$зкахъ сфкущей на трехъ 
сторонахъ треугольника. 
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жущихея угловъ. До этого времени подобный сиособъ пос- 
троен1я изв$етенъ быль только для параболы. Построения 
эллипса и гинерболы или прямо основывались на круг% или 
требовали пособ1я этой кривой. 

Должно впрочемъ замЪтить, что уже Кавальери старался 
вайти построене эллипса и гиперболы помощю прямой ли- 
ни, подобное построеню параболы; его изыскав1я имфли 
успёхъ, доставиви!й этому знаменитому геометру, по соб- 
ственному его признан!ю, живое удовольств!е 5). Вотъ оено- 
ваше его способа, которое мы для ясности излагаемъ въ 
боле общемъ видЪ: „Представимъ себБ уголь и проведемъ 
рядъ сБкущихт, параллельныхь между собою; изъ точекъ 
встр$чи каждой сЪкущей со сторонами угла проведемь 
соотв$тственно прамыя къ двумъ неподвижнымъ точкамъ; 
пары такихъь прамыхъ будуть пересЪкаться въ точкахъ, гео- 
метрическое мЪсто которыхъ есть коническое сБчене, про- 
ходящее черезъ дв неподвижныя точки“. 


Кавальери доказываетъ не эту общую теорему, а одинт 
изъ частныхь случаевъь ея: у него разематривается уголь 
прамой, неподвижныя точки берутся на сторонахъ угла и 
направлен1е сЗкущихъ таково, что эти неподвижныя точки 
служатъ вершинами кривой. 


Такимъ образомъ мысль, руководившая Де-Виттомъ при 
построен1и коническихъ сфчевй помощю прямой лини, не 
была совершенно новая; но Вавальери ограничился только 
одною весьма частною теоремою изъ этой въ высшей сте- 
пени богатой результатами теор, и потому сочинене Де- 
Витта представляло важную новость, на которую нельзя ве 
обратить вниманя въ истори геометриш. 


Построен1я Де-Витта, кром$ новизны, заключали въ себЪ 
зародышь органическаго образованля коническихъ сфчешй, 


5) ЕжегсйаЙопез деотейчсае зех. Вопотае, т— 47,1647. Пе тоо 
[ас аезстфеп@ зевйоптез сотлсаз, ет отпфиз итртти. (Ехетге- 
о зежа). 
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даннаго Ньютономъ въ 1-й книг Руиса и потомъ по- 
вторенваго въ ЕпитегаНо Ппеагит {ет отфтаз и въ Ат 
тейса ипетзайз. И дЪйствительно, большинство теоремъ 
Де-Витта получается изъ теоремы Ньютона, если предполо- 
жимъ въ ней уголь равнымъ нулю и вершину его въ без- 
конечности. | 


Изъ предислов!я къ сочинен1ю Де-Витта видно, что авторъ 
смотр$лъ на свое сочинене, какъ на введен1е въ общую 
теор!ю и перечислеше кривыхъ лин! высшаго порядка. Эта 
плодотворная мысль была осуществлена черезъ пятьдесять 
лЪтъ Ньютономъ, Маклореномъ и Брайкенриджемъ. 


9. Валлисъ (\/эШз, 1616—1703) написалъ первый Ана- 
литическй трактать о коническихь съчетяхь въ дух 
Декартовой геометрия. Но по преимуществу занимался онъ 
тою частно геометрли, къ которой относятся открытя Архи- 
меда. Соединяя въ Ариометикь безконечныхь энализъ Де- 
карта со способомъ недЗлимыхъ ЁВавальери, онъ значитель- 
но способствовалъ усп$хамъ геометрии въ т%хъ вопросахъ, 
которые теперь относятся къ области интегральнаго печи- 
сленля. 

19. Гюйгенеъ, Фань Геретъь и Нейль способствовали так- 
же развитию Декартовой геометрии, 


Фанъ-Гереть (Узп-Неигае) и Нейль Мей) первые 
разр шили задачу о выпрямлен1и кривой линш; задача эта, 
по мизню н%которыхъ геометровъ того времени, считалась 
абсолютно неразршимой и представляла весьма больш!я и 
совершенно особыя затруднения. 


11. Гюйгенсъ (Ноаусепз, 1629-—1695) знаменитъ весьма 
многими трудами и они имфютъ такое важное значенте для 
геометрии, что мы должны войти здЗеь въ нфкоторыя под- 
робноети. 


Этотъ великЙ геометръ основательно зналъ способъ Де- 
карта, пользовался имъ и усовершенствовалъ его во многихъ 
приложеняхъ. Но по неопреодолимой склонности Гюйгенсъ 
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оставался вфрень способу древнихъ и здфеь сила его ген!я 
умЪла торжествовать надъ величайшими трудностями. 

Чтобы указать место, которое долженъ занимать Гюйгенсъ 
пъ истори математики, достаточно замЗтитъ, что Ньютонъ 
называль его велигимъ (Зиштиз Нисеп!а$) и говорилъ о его 
открытяхъ не иначе какъ съ удивленемъ. „Онъ считалъ его 
самымъ краснорфчивымъ изъ веБхъ новыхъ математиковъ и 
самымъ лучшимъ подражателемь древнихъ, которыхъ дока- 
зательства по изяществу и формБ заслуживають удивле- 
ня“ ®. 

Приводимъ обзоръ открыт, которыми Гюйгенсъ обазанъ 
геометр!и древнихъ и которыя обнаруживаютъ, какъ много 
способы древнихь могутъ доставить тому, кто съумЗеть по- 
стигнуть ихъ сущность и усмотр$ть свойственные имъ пути 
нагляднаго изсл дования. | 

Занимаясь приблизительнымъ опредЪленемъ квадратуры 
круга и гиперболы, Гюйгенсъ открыль несколько новыхъ и 
любопытныхь соотношен!й между этими двумя кривыми. 

Онъ даль распрямлеше циссоиды; до тьхъ поръ изв стны 
были только распрямлен1я кубической параболы и цаклоиды. 

Онъ опредБлиль величину поверхности для параболиче- 
скахъ и гиперболическихъ коноидовь—первый примЪръ по- 
добнаго опредЗленя величины кривыхъ поверхностей. 

„Ему мы обязаны любопытными теоремами о лдгариемикЪ 
и образуемыхь ею тЗлахъ. Эти теоремы только указаны 


Гюйгенсомъ въ концЪ его р%Ъчи о причин тяжести; онЪ 
доказаны Гвидо-Гранди по способу древнихъ. 


8) Решегёоп, въ прелислови къ элементамъь Ньютоновой философии. 

Можно думать, что это справедливое удивлеше геометрическому сти- 
лю Гюйгенса вызвало въ великомъ НьютонЪ н$котораго рода соревно- 
ван1е, велЪфдетв!е котораго онъ предпочелъ этотъ же способъ изложе- 
ня въ своемь безсмертномъ сочинения Рубисраа, хотя владфль уже 
вофми пособлями новаго анализа. 

Говоря это, мы повторяемь мнзне, высказанное Морисомъ (фагоп 
Мапг1се) въ его превосходной статьЪ: Мойсе зиг 1а ще её 1е; ’тазаих 
$ Нчиудепз. 
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`Гюйгенсъ разрфшилъь 1) задачу о цфпной лини; задача эта 

первоначально представилась Галилею, но пе была имъ пра- 
вильно р$шена, потомъ снова выведена на сцену Яковомъ 
Бернулли, 2)—вадачу о кривой равныхъ разстояь!й (сопгБе 
ацх арргосВез 658]е5), предложенную Лейбницемъ ученикамъ 
Декарта, какъ вызовъ по поводу спора объ измфреви живой 
визы. 0бЪ эти задачи по мн»ню знаменитыхъ геометровъ, 
ихъ предложившихъ, необходимо требовали премовъ инте- 
гральнаго исчислен1я; Гюйгенсъ же съууЪлъ разрфшить ихъ 
только помощю способовъ древней геометрии. 

12. Знаменитое сочинене Де #0т010д0 озсЦаюто должно 
занимать м5ето въ исторш великихъ открыт челов ческаго . 
ума на ряду съ Рийисима Ньютона; оно служитъ ему необходи- 
мымъ введешемъ, которое Ньютонъ необходимо долженъ бы 
былъ создать, если бы не былъ предупрежденъ гемемъ Гюй- 
генса. 

Каждая глава этого сочивен1я возбуждаетъь удивленше. 


Въ первой глав$ описываются часы съ маятникомт, по- 
служивиие въ первый разъ средствомъ для точнаго пзмфре- 
н1я времени. 

Вторая глава, подъ заглавтемъ Де Фезсетзи дтаойии, по- 
волняла собою великое открыт!е Галилея объ ускореня тЪлт, 
свободно падающихъ или скользящихъь по наклонной плос- 
кости, отъ тяжести. Гюйгенеъ разематриваетъь ихъ движен!е 
по какамъ нибудь даннымъ кривымъ. ЗдВсь онъ доказаль то 
знаменитое свойство циклоиды, что она есть таутохрона 
въ пустомъ престранствЪ. 

Содержав1е третзей главы (Де софийопе © Фтепзюопе 
Ипсагит сигоатит) есть извзетная теоря разверток, —важ- 
ное пр1обрЪтен1е для теор1и кривыхъ лишй, получившее об- 
ширное и частое примЪнен1е во всЪхъ частяхъ математики. 
Это зам чательнное открыт!е не осталось въ рукахъ Гюй- 
генса простымъ геометрическимъ соображенемъ. Онъ вывель 
изъ него весьма удачныя елЪдетв1я для доказательства мно- 
жества новыхь и зам$чательныхъ предложен, каковы ра?- 
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личныя теоремы о распрямлени кривыхъ и то свойство ци- 
клоиды, что ея развертка есть другая равная ей циклоида, 
которую можно разсматривать какъ ту же циклоилу, но пе- 
ремфщенвую по направленю основан!я на длину полуокруж- 
ности образующаго круга, а въ направлен1и перпендикуляр- 
номъ къ основаню —на длину даметра этого круга 7). 

Въ четвертой главз Ногоюдит озо отит Гюйгенсъ 
разрфшаеть общимъ и полнымъ образомъ знаменитую задачу 
о чентръ качанй, предложенную Мерсенномъ и сильно за. 
чимавшую Декарта и Роберваля. Въ р5шени Гюйгенса встр$- 
чаетея въ первый разъ одно изъ самыхь лучшихъ началъ 
механики, сдВлавшееся впослЪдетви извфстнымъ подъ име- 
немъ начала сохраненяя живых силе. 


Наконецъ пятая глава, гдБ Гюйгенсъ даетъ другое построе- 
н1е своихъ часовъ, оканчивается тринадцатью знаменитыми 
теоремами о цчениробъжной силь круговаго движен1я. 


Приложен!е этого учен1я къ движеншю земли вокругь оси 
и къ движен!ю луны около земли, —приложене, зачатокъ ко- 
тораго находится въ 2, Зи 5 изъ этихъ теоремъ, —привело 
Ньютона къ открыт1ю тагот$н1я между луною и землей. На 
это же учете можно смотр$ть, какъ на дополнене къ тео- 
р1и развертокъ; оно естественнымъ образомъ вело къ позна- 
нИо центральной силы криволинейнаго движевля, которая есть 
также одно изъ величайшихь открытй Ньютона, доставив- 
шее ему доказательство й& 73071 знаменитыхъ законовъ Кеп- 
лера. Но эти выводы ускользнули отъь ума Гюйгенса, заня- 
таго множествомъ другихъ великихъ соображений. | 


7) При такомъ расположени, циклоида вм$ст$ съ своей разверткой 
образуетъ какъ бы двухъ-этажный мость: точки опоры верхняго этажа 
лежать на высшихъ точкахъ нижняго. 

Обыкновенно говорять, что развертка циклоиды есть вторая циклои- 
да равная и обратно расположенная (розве 4апз пе роз оп гепегзее, 
оц Шел розбе ей зепз сошгалте). (См. Апузе 4ез тИтутет рей да 
шаги! @е ГлорИа1, р. 98 и Нёзюйе 4ез Мийетайдиез де Мопааа, 
+ П р. 72, 154). Такой способъ выражен1я ошибоченъ и потому то 
мы подробно описали взаимное положен1е циклоиды и ея развертки. 
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13. Сочинене о свЪт% есть одно изъ самыхъ прекрасныхъ 
‘произведенй ген1я Гюйгенса; съ удивительнымъ искуствомъ 
онъ умфлъ примфнить здЪсь геометрию къ своей генальной 
теорш волпъ. Особенно замфчателенъ въ этомъ сочинени 
прекрасный законъ явленй двойнаго лучепреломлен!я, от- 
крытый. Гюйгенсомъ въ исландекомъ шпатф. ЭдВеь встрЪ- 
чаемъ первое, кажется, примфнеше къ явлен1ямъ природы по- 
верхностей втораго порядка. Это великое открыт! было по- 
полнено Френелемъ, который для объясневя явлен1й поля- 
ризаци свЪта ввелъ вмЪ сто эллипсоидальныхь волнъ Гюйген- 
са поверхность четвертаго порздка °). Френель, похищенный 


*) Для этой. поверхности четвертаго порядка Френель предложилъ 
слфдующее весьма замфчательное геометрическое построеве, благодаря 
которому главная роль во всей этой теор остается за поверхностями 
втораго порядка: представимъь себъ эллитсоидь (главныя полуоси кото- 
раго пропорцональны квадратнымъ корнямъ изъ трехъ главныхъ силъ 
упругости среды, или скоростямъ св$та по направлен1ю осей упругости); 
проведемь черезь центрь какую нибудь съкушую и отложимъ на ней, 
считая отъ центра, отръзки равные злавнымь полуосямь эллипса, по- 
лучаемаю отьъ пересьчетя эллипсоида бзаметральною плоскостйбю пеф- 
пенбикулярною къ направлено съкущей: концы отрьзковь этить будуть 
лежать на поверхности четвертало порядка, о которой мы зоворимъ. 
(См. Метоте зиг в доче теГгасНот Френеля въ УП томф Метойгез 
4е РАсааетие; мемуаръ Ампера: Дёстттайо»т ае 1а зит[асе соитде 
фез отйез Фитуптеизез дат ип пиИеи дот РЩазисйе ез$ ацуретеще зил- 
затф 1ез #'048 Фтесйопз руперщез, еЕ. напечатанный въ Апиа ез @е 
сритие её ае ррузчие 1828 года; и Тгайе ае 1а Гитиете ае Нетзсйе, 
тадисйоп 4е М. М. Уеги]86 её @пебееф, томъ П, стр. 190). * 

ВелЪдстэ1е этой теоремы изъ прекрасныхъ законовъ поляризатщи, 
открытыхъ въ послфднее время знаменитыми физиками, въ особенности 
Б10 и докторомъ Брюстеромъ, получаются непосред.твенио геометри- 
ческля свойства эллипсоида и вообще поверхностей втораго порядка. 

Такимъ образомъ оптическая явлен1я, уже бросивиия ярый свЪтъ 
на внутренее строене кристаллическихь тЪлъ, могутъ принести пользу 
также и въ изучен!и рашлональной геометрли. 

Едвали можно найти болЪе блестяпай примфръ взаимной связи меж- 
ду науками и боле очевидное доказательство тому, какъ необходима 
вс$мъ наукамъ взаимная помощь для вфрнаго и быстраго движен1я вле- 
редъ. 
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преждевременною смертью у наукъ математическихь и фи- 
зическихъ, въ которыхъ онъ уже быль первостепеннымъ 
дЪятелемъ, своими изсл$дован1ями придалъ новую жизнь тео- 
рая Гюйгенса, которая бол$е ста л$тъ находилаеь въ не- 
объяснимомъ забвени; онъ поставиль ее на то м%ето, ко- 
торое она должна занимать въ ряду великихъ истинъ физн- 
ческаго м1ра. | 

‚СлЪдуетъ указать еще на одинъ прекрасный математиче. 
сый выводъ, полученный Гюйгенсомъ изъ его Теори свъта: 
выводъ, который въ посл$днее время былъ вновь полученъ 
Кетле и только послЪ этого обратилъ на себя внимане гео- 
метровъ и принееъ надлежанае плоды. Гюйгенсъ, при по- 
мощи своей системы волнъ, нашель слБдующее предложение: 
„положимъ, что падаюпие лучи, исходящ!е изъ неподвижной 
точки или параллельные между собою, преломляютея, ветрЪ- 
чая кривую лин; представимъ себЪ кругь описанный изъ 
свЗтящей точки, какъ изъ центра, или прямую лин!ю пер- 
пендикулярную къ направлен!ю параллельныхъ лучей; если 
изъ каждой точки преломляющей кривой, какъ изъ центра, 
опишемъ окружность рад1усомь, длина котораго находится 
въ извзстномъ постоянномъ отношени къ разстояню этой 
точки отъ круга, или отъ неподвижной прямой, то огибающая 
такихъ новыхъ окружностей будеть кривая, к5 которой нор- 
мальны всъ преломленные лучи“. 

Кривая эта представляеть хреломленную волну. Отсюда 
Гюйгенсъ вывелъ законъ постояннаго отношен1я синусовъ 
угловъ паден1я и преломленя. 

Такимъ образомъ Гюйгенсъ разсматривалъь кривую нор- 
мальную къ преломленнымъ лучамъ, подобно тому, какъ Чирн- 


Главнымъ образомъ изъ этого сближен!я можно, кажется, предвидЪть, 
что поверхностямъ втораго порядка суждено играть важную роль при 
вывод всзхъ самыхъ общихъ законовъ природы; поэтому должно спз- 
шить открытемъ и изученемъ многочисленныхъь свойствъ этихъ поверх- 
ностей, какъ въ каждой изъ нихъ отдЪльно, такъ и во взаимныхь от- 
вошен!яхь ихъ между собою. у 
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гаузенъ впослЗдетв!и *) разсматриваль огибающую этихъ лу- 
чей. Но только послЪдчяя кривая произвела впечатлЪне на 
умы геометровъ и изучен1е ея сдБлалось основан1емъ для ихъ 
трудовъ по оптик$. Первая же осталась незамБченною, какъ 
будто бы она не основывалась, подобно той, на чисто гео- 
метрическомъ построени, независимомъ отъ сомнительной 
въ то время системы, послужившей къ ея открытю. 

Между т$мъ, кривая Гюйгенса вообще гораздо проще, 
чВмъ кривая Чирнгаузена и гораздо удобнзе прим няется къ 
изученню оптическихъ свойствъ кривыхъ лин. Достаточно 
сказать, напримВръ, что каустическая Чернгаузена, образуе- 
мая при преломлеюи на кругЪ, не поддалась до сихъ поръ 
никакимъ усилямъ анализа, который не можеть даже дать 
ея уравлен1я, тогда какъ соотвЪтственная кривая Гюйгенса 
есть просто овал5 Декарта -- кривая четвертаго порядка, евой- 
ства и уравнен1е которой получаются посредствомъ н%кото- 
рыхъ геометрическихь соображенй, или посредствомъ н$с- 
колькихъ строкь вычислен1я !°). 

Не смотря на это, кривыя Гюйгенса остались незам% чен- 
ными и только десять лЪть тому назадъ Кегле, стараясь 


*) Чирнгаузевъ въ 1682 году сообщиль Парижской Академ Наукъ 
свои первыя соображеня и первые результаты теор1и каустическихъ 
лин: Гюйгенсъ за три года до этого представилъь той же Академш 
свое сочинеше Тгаце 4е [а Тлитлёте. Въ то время Гюйгенсъ уже дав- 
но имфль свою теор!ю развертокъ; поэтому ему стоило сдфлать только 
небольшой шатъ, чтобы дать свое имя знаменитымъ каустическимъ ври- 
вымъ, изобрЪтен!е которыхъ и употреблене, какъ въ оптикф, тавъ и въ 
геометрии! при выпрямлен1и н$которыхъ кривыхъ, составляютъ славу 
Чирнгаузена. 

10) Не мене замфтна разница между кривыми Чирнгаузена и Гюй- 
генса при преломлении на прямой лин!и: первая изъ нихъ есть кривая 
шестаго порядка. требующая продолжительныхъ вычисленай; вторая же 
есть просто эллипеъ, или гипербола, какъ это было доказано въ пер- 
вый разъ Жергонномъ. (Апзез ае Мат?етайдиез, #. ХМ, р. 229). 

Этоть ученый геометръ еще прежде высказалъь предположене, что 
каустическ1я кривыя могутъ имфть развертывающими-—кривыя, гораздо 
болЪе простыя, ч$мъ он самп (4770; 4е Май. +. У, р. 289). 
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уменьтпить затруднен1я, представляемыя анализомъ въ вопро- 
сахъ о преломлени евфта, задумаль замфнить въ этой тео- 
ри каустичесюя лини Чернгаузена—ихъ развертывающими; 
слдуя этой счастливой мыели, онъ пришель, путемъ чисто 
геометрическихъ соображенй, къ построеню этихъ развер- 
тывающихъ, какъ огибающихъь перем$щающагося круга; та- 
кимъ образомъ эти кривыя соотв$тетвуютзь, какъ мы видимъ, 
преломленнымъ волнамъ Гюйгенса; Ветле назвалъь ихъ 6т0- 
ричными каустическими (самзидиез зесоп4алтез); этотъ ис- 
кусный геометръь распространиль тоже учене на случай, 
когда падающие лучи перпендикулярны къ данной кривой, и 
также на случай, когда падающие лучи въ пространств нор- 
мальны къ данной поверхности !'). 

Это обобщете также заключалось уже въ теор Гюйген- 
са. Изъ него, получается прямо сл$дующ прекрасный за- 
конъ преломленля свЪта: „падающле лучи, нормальные къ од- 
ной и той же поверхности, обладаютъ тЪмъ же свойствомъ 
и посл$ преломленя ихъ другою какою нибудь поверхностью; 
и, слфдовательно, раздВляются поел преломленмя на двЪ 
группы, образующая два ряда развертывающихся, перееЪкаю- 
щихъ другъь друга подъ прямыми углами“. Малюсъ зам тилъ 
первый справедливость этой теоремы для пучка лучей, вы- 
ходящихь изъ одной точки, или параллельныхъ между собою; 
но онь полагалъ, на основании весьма сложныхъ вычислений, 
что теорема не можеть быть распространена на систему лу- 
чей, нормальныхъ къ какой нибудь поверхности **). Дюпенъ, 
путемъ чисто геометрическихъ соображений, приралъ въ пер- 
вый разъ теорем Малюса всю свойственную ей общность 1). 

Изъ предыдущихъ замфчан! видно, каюме полезные и бо- 
гатые задатки нашли бы въ трактат о свЗтЪ Гюйгенса гео- 
метры, если бы они захот$ли ранфе довфриться указатямъ 


1) Момоеаих Метозтез 4е Р.Асадетие ае ВтихеЦез, +. Ш, 1 #\. 

12) Шетодте зиг Рорйадме, п° 29 и 97, въ 14-Й тетрахи „/оигпа @е 
Ресме Рошиесйтдие. 

13) АррИсанотз 4е Чвотвиче её ае Месотлдие; Метозте зит 1ез тоц- 
{ез ае 1а Иитлёте, р. 192. $ 
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этого великаго ген1я. Зам чательный прим$ръ медленности, 
съ какою подвигаютея и совершенствуются наши положи- 
тельныя знан!я, и суровый урокъ для гордости челов ческа- 
ума. 

Можеть быть это отступлен!е чуждо развитю собетвен- 
но геометрическихъ методовъ, но, по крайней м5рЪ, оно ка- 
саетея лучшихъь приложенй ихъ къ наукамъ физическимъ; 
оно, можегь быть, привлечетъь кого нибудь изъ нашихъ мо- 
лодыхъ читателей къ этому еще новому роду геометриче- 
скихъ изысканй, объшающему обильные результаты !). 

14. Удивительная глубина мысли, обнаруженная Гюйген- 
сомъ во вефхъ этихъ важныхь вопросахъ, подвергнутыхъ 
имъ геометрическому изслЪдованю, отличаетъ также его 
изысканя въ механик%; напримЪръ въ знаменитой задачЪ объ 
удар тзль, разр шенной имъ въ одно время съ Валлисомъ 
и Вреномъ, и также—въ его астрономическихь открытяхъ, 
поставившихъ его имя нераздЪльно съ именами Кеплера, Га- 
лилея и Ньютона. 

Хотя способъ древнихъ былъ постоянно почти единствен- 
нымъ орудемъ для его суждений и изсл$дован!й, однако ему 
были известны всЪ пр1емы не только Декартовой геометрии, 
но и новаго вычисленя Лейбница; эго великое открыте онъ 
изучиль, какъ только оно появилось, и ум$лъ оцнить всф 
выгоды его 1). 


'*) Гамильтону, ди»сктору Дублинской обсерваторш, продолжжющему 
прекрасныя изсл$дован1я Френеля, удалось примфнить къ самымь слож- 
ныиъ и деликатнымъ явден1ямь свфта новый способъ вычислен!я, ко- 
торый, кажегся, долженъ вести къ математическимъ законамъ, обни- 
мающимъ всю эту сбширпую и важную теор1ю 

Съ особымъ удовольствемъ узнали мы отъ Г. Кетле, что другой уче- 
ный геометръ, Макъ-Куллагъ, занять такими же изелфдованями, какъ 
Гамильтонъ, но при пособ1и чисто геометрическихъь пр!`мовъ. 

Труды Макъь-Куллага возстановятъ, можеть быть, геометрлю въ гла- 
захъ справедливыхъ и безпристрастныхъ людей и возвратлть должное 
уважене къ способамъ Гюйгенса и Ньютола, 

15) Лейденскалй университеть обладаетъ многими рукопасями, завт- 
щанными ему Гюйгенсомъ; тамъ, кромБ сочинеюй этого воеликаго чело- 
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15. Барровъ (1630—1677). Между современниками Вал- 
лиса и Гюйгенса, наиболье способствовавшими успЪхамъ 
геометрии, мы должны упомянуть о БарровЪ, профессор» 
Ньютона въ Глазговекомъ университел$. Въ 1669 году онъ 
издаль свое сочинене Гесйопез Сеотейчсае, въ которомъ 
заключается много глубокихь изыскан!й о свойствахъ кри- 
выхъ лиНй и, преимущественно, о ихъ разм$рахъ. Осо- 
бенно замфчательна вторая лекщя о способъ касательные; 
у Баррова этотъь способъ въ сущности мало отличается отъ 
способа Фермата, но въ немъ разематривается малый диф- 
ферентлальный треугольникъ и въ вычислен1я вмфето одно- 
го вводитея два безконечно малыя количества; это составля- 
еть ‘еще шагъ къ ученю и символическому обозначеню 
Лейбница. 

Познан!я въ греческомъ и арабскомъ языкахъ дали Бар- 
розу возможность принести пользу нзукз хорошими пере- 
водами на латинсый языкъ элементовз и данныхь Евклида, 
четырехъ первыхъ книгъь Аполлон!я, сочиненй Архимеда и, 
сфорики Оеодос1я. Во веЪхъ этихъ переводахъ доказатель- 
ства большею частшю передЪланы и значительно упрощены. 

Въ 1684 году были изданы подъ заглашемъ ДесНнопез та- 
Глетайсае лекци, читанныя Барровомъ въ 1664, 1665 и 1666 
годахъ въ Кембриджекомъ университет о математической 
философли, и еще четыре лекции, неизв стнаго времени, им%ю- 
пия предметомъ разъяснен1е способа, служившаго Архимеду 
для его важнЪйшихъ открыт, и указане на значительное 
различ!е этого способа оть современнаго анализа 15). По- 
слздн предметъ изложенъ у Баррова со всевозможною точ- 
ностю и яеностю; къ сожал$нию другя его математическая 
лекщи усфяны греческими цитатами, затрудняющими чтене. 


вЪка, находится собранйе писемъ, которыя онъ получалъ отъ всфхъ 
ученыхъ своего времени. Кураторы университета нЪеколько лфтъ тому 
назадъ думали напечать часть этого дратоц$ннаго наслфдетва. Ч$Ъмиъ 
скорФе исполнится это похвальное намфреве, тфмъ лучше. 

18) Оио ратёиз арратеа дищет 4Це знбиИзятииз чит (Атстедез) 
апа!уят изитратИ, её ачат Лоегпае позгае ратит @&зятИет. 


8* 
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Наконецъ, въ Деснопез орйсае, Барровъ съ большамъ ис- 
куствомъ прилагаль геометртю ко многимъ вопросамъ объ 
отражеши и преломлени свфта на кривыхъ поверхностяхт. 
Онъ строилъ точки, въ которыхъ пересфкаются безконечно- 
близюые лучи; но, не смотря на его любовь и привычку къ 
геометрическимъь соображенмямъ, ему не пришло на мысль 
разсматривать кривую, происходящую отъ послФдовательно- 
сти тагихъ точекъ, т.-е. огибающую этихъ лучей; подобно 
Гюйгенсу онъ быль близокъ къ открытию этой кривой, но 
оставилъ честь этого открытая Чирнгаузену. 

16. Теперь именно мФето говорить о геометр%, котораго 
мы только что назвали. 

Чирнгаузенъ. (1651—1708). Чирнгаузень получилъ 
большую изв$етность своими знаменитыми каустическими 
кривыми. ДЪйствительно, это открыт1е тотчасъ же сдЪлалось 
основан1емъ многихъ физико-математическихъ теор. Какъ 
открыт1е чисто геометрическое, оно представляло двойную 
выгоду; оно являлось, съ одной етороны, посл$ развертокь 
Гюйгенса вторымъ примфромъ образования кривыхъ лин 
чрезъ огибан1е движущейся прямой; и, съ другой стороны, 
приводило ко множеству распрямляемыхъ кривыхъ, 

Каустическя кривыя, также какъ и развертки, являлись въ 
нфкоторомъ смыелЪ практическимъ примВненемъ идеи Де- 
Бона: —опредЗлять кривыя лини какимъ нибудь общимъ 
свойствомъ ихъ касательныхт. 

Но не это отвлеченное суждене привело Гюйгенса и Чирн- 
гаузена къ открыт1ю кривыхъ, носящихъь ихъ имена; даль- 
нфйшее развит!е мысли Де-Бона было дано Лейбницемъ, ко- 
торый даже обобщилъ ее, изелЗдуя огибающую безконечнаго 
множества прямыхъ или опред$ленныхь кривыхъ лин, свя- 
занныхъ между собою какимъ нибудь общимь свойствомъ 7). 

17. Чирнгаузенъ, челов къ съ высокими способностями п 
одинъ изъ самыхь страстныхъь любителей избранной имъ 


7) Аба Етиа. Тлрз. ап. 1692 её 1694, и Оешетез 4е Гебийг, $, Ш, 
р. 984 её 296. 
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науки, занимаетъь по многимъ причинамт, не говоря объ от- 
крытши каустическихъ лишй, почетное место въ истори гео- 
метрии. | 

Въ сочинении своемъ Мефста тепйз, 1686 -!), предметъ 
котораго заключалея въ указави правилъ для руководства 
при изыскан1и истины, Чирнгаузенъ, освовываяеь на той мы- 
сли, что предметы, изучаемые въ математик6, образуются 
при движении относительно чего нибудь неподвижнаго, пред- 
ложилъ новое и всеобщее образовате кривыхъ лин. Онъ 
предетавлялъ себЪ, что онф описываются острлемъ, натяги- 
вающимъ нить, которая, будучи концами укрЪфплена въ двухъ 
неподвижныхъь точкахъ, скользить по нфеколькимъ другимъ 
точкамъ, или навертываетея на нфкоторыя изв$стныя кри- 
выя. Это, какъ мы видимъ, есть обобщене способа черчен1я 
коническихъ сфчешй помощю фокусовъ,—сбобщене, кото- 
рое еще Декартъь имЪлъ мысль примЪнить къ черченю сво- 
ихъ оваловъ “). 

Чирнгаузенъ дфлиль кривыя лини на н%феколько родовтъ, 
смотря по большему или меньшему числу ихъ фокусовъ и 
смотря по свойствамъ неподвижныхь кривыхь. Онъ пока- 
залъь споеобъ проводить касательныя къ описаннымъ такимъ 
образомъ кривымъ и это послужило началомъ задачи каса- 
тельной кь кривой, выраженной уравненемъ между разетоя- 
шями какой нибудь ея точки отъ нёсколькихъ неподвижныхъ 
точекъ. 


18. Эта задача имфла нзкокорую извфетность и была рЪ- 
шена посредетвомъ различныхъ оригинальныхь пр1емовъ 
первыми математиками того времени: прежде всего геомет- 


18) Мефота тепиз, зе детатеп депитае юдсае, т аиа 4@38е- 
„цит 4е теЙюао ведет зтсодийаз зегйщез. т—4, Ат. 

Въ ПШ том БЙоЙюедие чпетзейе её мяютзане (1686 г.) находится 
весьма подробный разборъ этого замфчательнаго сочинен1я Чирнгаузена. 

19) двотейче 4е Оезсатез, Пу. 2. Кривыя эти, изобрфтенныя Декар- 
томъ, играли важную роль особенно въ его Доютрикь. Мы будемъ го- 
ворить о нихъ въ четвертой эпох, гдф встрфтимъ ихъ воспроизведен- 
ными въ 1-Й книг Румсила Ньютона. 
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ромъ Кайо 4е ПиШег, который обнаружилъь ошибку, вкрав- 
шуюся у Чирнгаузена и предложиль рёшене, основанное на 
простыхъ геометрическихъ соображеншяхъ и представляющее 
по нашему мн$Ън1ю одинъ изъ лучшихъ и въ настоящее вре- 
мя весьма р$дкихъ примфровъ приложен!я способа древнихъ 
къ построен1ю касательныхъ 25); потомъ—маркизомъ Лопи- 
талемъ, который на основан!и безконечно-малыхъ и безъ вся- 
каго вычислен!я нашелъь изящное и совершенно общее р%- 
шен!е этой задачи °!); и наконецъ въ то же самое время— 
Лейбницемъ, рфшен!е котораго, „имфющее ту выгоду, что 
оно все совершается въ ум безъ вычиеленя и чертежа“, 
основывалось на прекрасной теорем$ механики, найденной 
Лейбницемъ именно по этому случаю **). Черезъ н$еколько 
лЪтъ посл этого Гермавъ еще пополнилъ эту теорю, по- 
казавъ для тфхъ же кривыхь Чирнгаузена очень простое по- 
строеше радлуса кривизны, опред$ляемаго прямо, путемъ чи- 


—ыЫыыыы—ы—ыы—_—_—— 


20) ВеЙежотз @е М. Кано 4е рийЙег зиг ипе тбёфоде 4е {тощеет 
[е3 Запуещез ае сетийтез Идпез соитбез; въ ВФПоНьедие ипзестзеИе 
йззотцие, $. У, ап. 1688. 

Чирнгаузенъ отвфчалъ на эти размышлев1я Райо и призналъ свою 
сшибку въ Х томЪ того же сборника за тотъ же годъ. 

1) Апузе 4ез тритетз рез, зес Йоп 2-е; ргор 10. 

”") Лейбницъ изсл$довалъ задачу въ такой формЪ: „провести каса- 
тельную къ кривой лин1и, описываемой натаявутыми нитями“. Построе- 
н1е его основывается на общемь правиль составленмя движений; вводя 
вмфето поняття о движенши понят1е о сил, какъ сдфлалъ это Лангранжъ 
въ Месатаче апщуйдие при изложевли условя равновфея, происте- 
кающаго изъ правила Лейбница, мы можемъ выразить это правило та- 
кимъ образомъ: „Если сиды, дЪйствующя въ какомъ угодно числЪ на 
точку, изобразимъ по величин и направленю прямыми лин1ями, то 
равнодЪйствующая ихъ пройдетъ черезъ центръ тяжести концовъ этихь 
лин и по величинЪ будеть равна разстоян1ю этого центра тяжести 
отъ точки приложен1я, умноженному на число вефхъ силъ“. (Фоитиы 
Дез базатз, зерф. 1693, и Оеиотез ае Гефийг, 1. Ш, р. 283). 

Теорема эта можеть быть распространена на случай силт, иприложен- 
ныхт къ различнымъ точкамъ свободнаго твердаго тфла въ простран- 
ствЪ. (Сотгезропаатсе тийетайаие ае ВтихеПез, +. У, р. 106). 
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стой геометруи, безь помощи вепомогательныхъ коордиватъ 
Декарта °?). 

Пуансо распростравилъ тотъ же способъ образовавя ва 
кривыя пов рхноети и на построене ихъ нормалей и поль- 
зовалея имъ съ успЪхомъ въ своемъ превосходномъ мемуа- 
рЪ по механик ““). 

19. Возвралимся къ Чирнгаузену. Въ 1701 году этотъ гео- 
мегръ представиль Академ наукт новый общ способъ, 
который, по его словамъ, могъ замфнить собою исчислен:е 
безконечно-малыхъ во множеств вопросовъ тысшей геоме“- 
ри, наприм$ръ при построенти касательньхъ и радтусовъ 
кривизны °°). Но этоть епособъ, основывавийея на анали- 
3 Декарта, оказалея подражанемъ двумъ способамъ прове- 
ден!я касательныхъ, предложеннымь Декартомъ и заключав- 
шимея въ томъ, что двЪ точки кривой разсмазлриваютея сна- 
чала на консчномъ разстояни и потомъ предполагаются елив- 
ШИМИСЯ. 

Большое впечатл5 н1е произвело въ то время заглаве, подъ 
которымъ Чирнгаузень представилъ одко изъ своихъ откры- 
ий, именно: Еззаё Фипе тефойе тоит тоиоетг 1е; юисфат- 
5 4ез соитбез тесатдиез, запз зиргозет аисипе дгап4еит 
наейиутетЕ рее *8); дАйствительно, оно должно было жи 
во затронуть любопытство геометровъ и упрочило бы за аг- 
торомъ, уже безъ того извфетнымъ, беземертную славу, если 
бы обфщан1е было выполнено имъ ‹овершенно. Но предло 
женный способъ далеко не распространялся на ве механи 
ческ1я кривыя и относился только къ одному роду див, 
въ которыхъ абсецессами служатъ дуги геометрической кри- 


3) ЛГеоЧиз стоетлеп@ тч@юз 2зси@ т сит з ед Тосаз аезстриз. 
Асфа Ега@Цотат. ап. 1702; р. 501). 

5“) Тресте дбпегще Че Ред те еЁ ав тоихетей 4ез зуз тез; 13+ я 
теградь /оигие{ 4е Госфе ропесиищие. Мемуаръ этотъ перепечатан: 
въ 6-мъ пзлави: ха 9ие Пуансо. 

з) Назойе в ЛГ2тодтез 4 РАса4ётае 4ез бсдетсез, ап 1701. 

26) Метозгез ае РАсавпие аез Эслепсез, ап. 1703. 
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вой, къ которой ум$емъ проводить касательныя, а ордина- 
тами—линши, параллельныя постоянной прямой; самое вы- 
числене у Чирнгаузена низмъ не отличалось отъ обык- 
новеннаго случая абсциесъ, считаемыхъь по прямой, а не по 
кривой линм. Впрочемъ способъ этоть все таки имЪетъ нЪ- 
которое значеше, какъ расширене способовъ Декарта, ко- 
торый, какъ мы знаемъ, исключиль изъ своей геометраи, для 
большей поелФдовательности и удовлетворительности, мета- 
ническая кривыя, разум$я подъ этимъ именемъ веф кривыя, 
которыя не могутъ опред$латьея посредствомъ точной и йз- 
вЪетной мфры. Съ 1682 года Чирнгаузенъ излагалъ въ Лейп- 
цигскихь Актахъ свой способъ касательныхъ къ геометри- 
ческимъ кривымъ подъ загламемъ № а тефойиз Фдатдетщез 
ситзатит ехреййе ащеттататй и обфщалъ приложать его 
впослфдетви къ механическимъ кривымъ. 


20. Размышления о методах в5 зеометууи. Постоянная 
цзль Чирнгаузена при веЪхъ этихъ геометрическихь изел$- 
дован1ахъ заключалась въ томъ, чтобы упростить геометрию, 
и основывалась на убЪждени, что настояцие, истинные ме. 
тоды должны быть просты, что самые остроумные изъ нихъ 
не могутъ быть истинными, если они очень сложны, и что 
необходимо существуеть возможность найти что нибудь 600- 
лъе простое. 


Мы съ намфренемъ указываемъ на эту мысль Чорнгаузе- 
на, въ полномъ убъждени, что всЪ геометрическя истины 
имфють дйствительно этотъ характеръ и что веЪ онЪ оди- 
наково способны къ простымъ, и очень часто очевиднымъ, 
доказательствамъ. И дЪйствительно, извБетны весьма мног!е 
примфры такихъ истинъ, которыя сначала представляли ве- 
личайния затруднен1я и не уступали никакимъ усимамъ веЪхъ 
извЪетныхъ методовъ, но впоелфдетви иБлались самыми про- 
стыми и очевидными. Это потому, что первоначально онЪ 
зависЪли отъ невполнЪ сложившихея и недостаточно .0боб- 
щенныхъ теор1й и основывались не на истивныхъ, свойствен- 
ныхъ имЪ, началахъ. 
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Скажемъ здЪсь мимоходомъ, что, по нашему мнЪню, имеп- 
но въ этомъ заключается главное преимущество современ- 
наго анализа предъ геометрлей. Первый изъ этихъ способовъ 
изелЗдован1я имфетъ необыкновенно выгодное право пренс- 
брегать вс$ми промежуточными предложенями, тогда какъ 
для втораго способа они всегда необходимы и онъ долженъ 
ихъ изобрЪтать для всякаго новаго вопроса. Но это прекрас- 
ное и драгоцзнное преимущество анализа имфетъ, какъ и 
вс челов ческя сужден1я, свою слабую сторону: этотъ бы- 
стрый и проницательный путь не всегда бываетъ достаточно 
ясенъ для нашего ума; онъ скрываетъ истаны, связывающия 
найденное предложене съ точкою отправлен1я, тогла какъ 
все это вмЗетЪ должно бы составлять одно полное цЪлое, 
одну истинную Теорю. Разв$ при глубокомъ и философекомт , 
изучении науки достаточно знать, что такое-то положеше 
справедливо, ни зная, какъ и почему оно справедливо, не 
зная, какое мфсто занимаетъ найденная истина въ ряду дру- 
гихъ съ нею однородныхъ? 


Чтобы при настоящемъ состояни геометри достигнуть 
цфли Чирнгаузена, т.-е. безпредЗльнаго усовершенствован!я 
этой науки, надобно, какь намъ кажется, соблюдать при 
везхь изслфдованяхъ два елЪфдующ!я правила: 


1° Обобщать боле и боле частныя предложеня, чтобы 
такимъ образовъ дойти мало по малу до самаго общаго пред- 
ложен1я, которое всегда будетъ въ то же время самымъ прос- 
тымъ, самымъ естественнымъ и самымъ понятнымъ. 


2° Не довольствоваться при доказательствЪ теоремы, или 
при рзшени задачи, первымъ результатомъ, который могъ 
бы быть достаточнымъ для частнаго изелфдован1я, незавиеи- 
маго оть общей системы всего отдфла науки; напротивъ, 
удовлетворяться доказательствомъ, или ршенемъ, только 
тогда, когда простота р$шен1я, или очевидный выводъ ‘его 
изъ какой нибудь уже извфетной теорш, покажутъ, что мы 
привели изсл$дуемый вопросъ къ такому ученю, отъ кото- 
раго онъ естественно зависитъ. 
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Дл убЪждев1я въ томт, что, прилагая эти правила, мы 
достигли желаемой дЪли, т.е. нашли наллсжаний путь къ 
окончательной истинЪз и дошли до ея назала, можно намъ 
кажется руководствовалься мыслтю, что во всякой теори дол- 
жна существовать и быль извЪетна одна основная истина, 
изъ’ которой всЪф другя должны выводиться легко, какъ ея 
видоизмЗнен1я или сл®дезв!я, и что только выполнене это- 
го требован!я можетъ служить призвакомъ дЪйствительнаго 
совершенства науки, Прибавимъ вмЕБетВ съ однимъ изъ но- 
выхъ геометровъ, много размышлявшемь о философ1и мате. 
матическихь наукъ: „нельзя думать, что мы знаемъ уже по- 
сл5днее слово какой нибудь теорш, пока мы не въ соетоя- 
ни объяснить ее въ немногихъ еловахъ первому встр$чно- 
му° ”). И въ самомъ дЪлЪ, велимя и первоначальныя исти- 
ны, изъ которыхъ истекаютъ всЪ остальныя,— истины, состав- 
ляюпия настоящя основан1я науки, — всегда им$ють характе- 
ристическимъ признакомъ евоимъ-—-простотуи очевидность *°). 

21) Раздълене зеомстили на три отрасли. Изъ предло 
женкаго краткаго разбора громалныхъ успфховъ, сдБланныхт, 
геометрлею въ течев1е какихъ нибудь тридцати аЪтЪ, можно 
было видЪть, что эти успЪхи имфли источникомъ два вели- 


т) МпЪв1е 3Вергона, которое онъ выеказаль по поводу своей новой 
теории каустическихь лин Вегле. (Мочоеаих Метотез 4е РАса ева 
4е ВтихеЙсв, +. 1\, р. 88). 

*') Это мн, принятое въ положи: тельныхъ науках, есть о! ытвый 
выводъ изъ истори развитя каждой изъ вихъ. Но сго можпо также 
подтвердить @ руоте. ДЪй‹твительно, самые обнйе принципы, т.-е. тъ, 
которые обнимаютъ наябольшее число частныхъ елучаевъ, должны быть 
свободны стъ тфхъ разисобразныхъ обетоятельствъ, которыя иридають 
различный и отличительвый характеръ всфмъ частвымъ фактамт, пока эти 
посл две разсматриваютея отдфльно и инока пеизвфетна ихъ взаимпая 
связь и общее происхождене; потому что, еслибы обиие принципы были 
осложнены всЪми частными обстоятельствами п свойствами, то это же 
отразилось бы и па всЪхъ ихъ слЪдетыяхъ и опи могли бы вообще 
вести только къ истнпамь в: высгпей степени затруднительным ь н слож- 
вымь. Сафлдовательно, самые обпае иринцина пеобходимо должны быть 
по самому существу ероему наиболфе простыми. 


/ 
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к1я открыт!я, именно: учене о недълимыхь Кавальери и ири- 
ложене анализа кз кривымь линлямь Декарта. 


Первое изъ нихъ удобно прим$нялось къ обычнымъ фор- 
мамъ и пр1емамъ древней геометрли; поэтому на открытя, 
вызванныя способомъ Кавальери, смотрфли, какъ на уеп%хи 
_вЪ области чистой геометрти древнихъ. 

Второе открыте, предетавляя исключительно аналитиче- 
ское оруде, сд$лало изъ геометраи совершенно новую нау- 
ку, которая возбудила бы удивлеше Архимеда и Аполлон1я, 
которые не оставили намъ никакого зародыша ея; ее стали на- 
зывать смющанною зеометиулею (те), аналитическою %о- 
метузею, или зеометулею Декарта. 

Но въ то время, какъ устанавливалось это дВлеше гео- 
метрическихъ методовъ, возникалъь еще третй способъ из- 
слфдован1я, такъ сказать третй видъ геометрии. Это толъ 
способъ, который, какъ мы уже говорили, быль употребляемъ 
Паскалемъ и Дезаргомъ и первые зачатки котораго находи- 
лись въ поризмахъ Евклида и были сохранены намъ въ Ма- 
тематическомъ Собраши Паппа. 


Мы видимъ такимъ образомъ, что геометрля разд$лилаеь на 
три отрасли. 

‚Во первыхъ, на геометрлю древнихъ, вспомоществуемую 
учен1ями о недфлимыхь и о составныхъ движен1яхъ. 

Во вторыхъ, на анализъ Декарта, усиленный пртемами ис- 
числен!я безконечныхъ, заключавшимиея-въ способв 4 та- 
диз 6 тимтаз Фермата. 

Въ третьихт, на чистую геометр1ю, которая существенно 
отличается характеромъ отвлечепности и общности; первые 
прим$ры ея находятся въ сочиненяхъ о коническихъь сЪче- 
шяхъ Паскаля и Дезарга и ниже мы увидимъ, что Монжъь 
и Карно въ начал нывфшняго столЪт1я утвердили ее на. 
широкихъ и плодотворныхъ началахъ. 

Эта третья отрасль, которая теперь составляетъ то, что 
называетея новою зеометузею (г6сееще), свободна отъ алге- 
браическихь исчислен1й; хотя она пользуется съ одинаковымъ 
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усп5хомъ метрическими соотношен1ями фигуръ, также какъ 
и начертательными ихъ свойствами, зависящими только отъ 
положен1я, но въ ней разсематриваются только извЪстнаго 
рода отношенля между прямолинейными разстоян!ями, не 
требующая ни символическихь обозначен1й алгебры, ни ея 
дЪйетвай. 

Геометр1я эта составляеть продолжен1е чеометрическоло 
анализа древнихъ, отъ котораго она нисколько не отли- 
чаетез по цфли и сущноети своихь изелЪдован1й; но она 
представляеть передъ анализомъ древнихъ неизм$римыя пре- 
имущества по общности, единству и отвлеченности сужденй, 
по своимъ методамъ, зам нившимъ частныя, неполныя и без- 
свазныя предложеня, составлявиия всю науку и единствен- 
ное оруде древнихъ, и, наконецъ, преимущественно по по- 
лезному въ высшей степени употребленю фигуръ трехъ из- 
мЪрен1й въ вопросахъ геометрли на плоскости. 

Въ этой общей геометрли относятся, вмЗетЪ еъ евоими 
приложен1ями, т5 теори, которыя въ новфйшее время по- 
лучили назване ЯботеНче @4е 14 тее и Свотеиче 4е зша- 
Йоп, смотря по тому, употребляются ли въ нихъ для откры- 
т1я начертательнахъь свойствъ фигуръ перес$чен1я только 
прямыхь лин, или также пересфчен1я кривыхъ и поверх- 
ностей вь пространств$. 

Изъ трехъь указанныхъ нами существенно различныхъ от- 
раслей геометрии, вторая, т.-е. анализъ Декарта, представ- 
ляла столько привлекательноети и столько громадныхъ вы- 
годъ, что ею съ замфтнымъ предпочтенемъ стали занимать- 
ся велике геометры, названные нами въ третьей эпохЪ. 

При этомъ не слЪдуеть забывать, что геометрая Декарта 
не принадлежитъ къ разряду частныхъ соображевй, но пред- 
ставляетъ всеобщее оруде, прим$нимое ко вс$мъ геометри- 
ческимъ соображенлямъ, какь древнимъ, такъ и новымъ. 

22. Однако нЪкоторые математики еще оставалиеь вЗрны 
способамъ древнихъ. Между ними ел$дуетъ преимущеетвен- 
но отличить Де-Лагира. 
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Де-Лагиръ (1640—1718). Этотъ геометръ былъ хоро- 
10 знакомь съ геометр1ею Декарта, но сочиненля, которыми 
онъ обогатилъ чистую геометртю и которыя имфли большой 
усп$хъ, были написаны имъ въ дух древнихъ. 


Онъ былъ также достойнымь продолжателемъ учеюй Де 
зарга и Паскаля и ввель въ геометрлю многая нововведен1я, 
приближающяея къ современнымъ прлемамъ, преимуществен- 
но въ его новомъ способЪ образоватя коническихь сЗченй 
на плоскости. Такимъ образомъ мы имфемъ два повода го- 
воритъ здфсь объ этомъ знаменитомъ математик. 


Воть важнЪйпия сочинен1я его, написанныя въ дух древ- 
ней геометрли: большой трактатъ о коническихъь сЪчен1яхт, 
подъ заглавемъ: бесйо"ез сотсае гп почет П0тоз Иятфщае 
(1 101. Раз 1685); Метозие зит 1ез емсусо@ез, въ кото- 
ромъ содержится опредзлене размБровъ этихъ кривыхъ, ихЪ 
развертки и употреблеше въ механик для построен1я зуб- 
чатыхъ колссъ *°); другой мемуаръ с томъ же предмет%, но 
въ обобщенномъ видЪ и въ прим$нен1и ко всякаго рода кри- 
вымъ, подъ заглавемъ: Ггае 4ез тощенез, ой Роп авто те 
[4 татлете итлоетзейе 4е гоисет [еитз юисфатез, еитз ро- 
14$ ТтНелот ев @е тебтоиззетету, [еитз зирегНез ей 
[еитуз опдиситз, рат 41а Оботенле от@ииате .°); и, наконецъ, 
мемуаръ о конхоидахжь вообще, о вхъ касательныхъ, разм?- 
рахъ, длин дугъ, точкахъ перегиба (напечатанъ въ Мето?тез 
фе Г Асаёетае 4ез бсепсез, 1708). 


2) Мемуарт этотъ явился въ 1694 году вмет$ съ другими мемуа- 
рами Де-Лагира по математикЪ и физик$. Онъ былъ папечатанъ вновь 
въ ГХ томф прежнихъ Меётой’ез 4е РАсааетие 4ез беетсез. 

Де-Лэгиръ говоритъ здесь, что уже двадцать лфтъ тому назадъ онъ 
открылъ эпициклоиды и ихъ употреблене въ механик$. Впослфдетвш 
Лейбницъ требовалъ, чтобы честь этого двойнаго открыт1я быта при- 
писана знаменитому астроному Ремеру, которымъ оно сдфлано было 
въ 1674 году во время его пребыван!я въ ПарижЪ. Но, какъ мы уже 
‘говорили выше, открыт! это, или по крайней м$рф его механическая. 
сторона, по словамъ самого Де-Лагира, восходитъ в$роятно до Дезарга. 

` 30) Напечатано въ Мето"ез 4е РАсадетиае 4ез беетсез, 1104. 
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Ёъ этому перечню мы должны прибавить еще Тгайе ае 
Спототцие, 1682— сочинеше для того времени совершенно 
новое, гдф веб вопросы рфшены Де-Лагиромъ графически, 
даже безъ прямолинейной тригонометрия, при помощи только 


циркуля, линейки и отвЪса. 

Прибавленле. Изъ новыхъ практическихь вопросовъ, находя- 
щихся въ Гномоник$ Де-Лагира, намъ слБдуетъ упомянуть объ 
одномъ, потому что онъ основывается на геометрическихъ со- 
ображен1яхъ, относящихся къ учентямъ новой геометрии. 

Д\ло идетъ о построен1и засовыхъ лин, пользуясь для этого 
нфкоторыми изъ нихЪ, уже начерченными. Де-Лагиръ р%$фшаетъ 
три сл$дующля задачи: 

Въ первой предполагаются извЪстными семь посл$довательныхъ 
часовыхъ линй. | 

Во второй—четыре послфдоватеъвыя и равноденственная 
линии. | 

Въ третьей —три послфдовательныя, равноденственная и гори- 
зонтальная лини. 

По этимъ даннымъ опредфляются всф проч1я лини. 

Положимъ, что въ первомъ случаЪ намъ даны семь поел%дова- 
тельныхъ часовыхъ линШ: Х, ХГ, ХПИ, Г, П, Ш и ГУ. Вотъ по- 
строен1е, которое даетъ авторъ для опредфлен1я пяти остальныхъ. 

Черезь точку о лин ШУ проведемъ с$кущую, паралтельную 
лини Х; она встрфтится съ линами Ш, П, Т, ХИ и Х вь точ- 
кахъ а, 6, с, 4, е; отложимъ на сЗкущей по другую сторону отъ 
о отр$зки оа’, об’, 0с', 04’, ое’, соотвЪтетвенно равные оа, 06, 
ос, 04, ое; точки а’, В, с’, 7’, е’ будуть припадлежать пяти ис- 
кОМЫМЪ ЧчасовымЪ лин1ямъ. 

ДЪйствительно, дв часовыя плоскости Х и Г" взаимно пер- 
пендикулярны; часовыя плоскости Ш и У одинаково наклонены 
&Ъ плоскости ТУ и слБдовательно онЪ гармонически сопряжены 
относительно первыхъ двухъ плоскостей Х и ГУ. 

Изъ этого слфдуетъ, что двЪ часовыя ливи Ш и У гармони- 
чески сопряжены относительно часовыхъ лившй Х и Г\; поэтому 
всякая сфкущая встр$чаетъ эти четыре лин!и въ четырехъ гармо- 
ническихъ точкахъ и, слфдовательно, если сЪкущая параллельна 
лини Х, то дв точки встр$чи ея съ линями Ш и\У будутъ на 
раввыхъ разстоян1яхъ отъ точки встрфчи ея съ лин1ею ТУ. Это 
и нужно было доказать *). 


*) Это геометрическое доказательство, заиметвовачное нами изъ со- 
чинен!я Де-Лагира, столь же строго, какъ и кратко; однако Деламбръ 
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Мы не будемъ приводить здфсь рётевй Де-Лагира для дру- 
гихъ двухъ задачъ; они также просты, какъ и первое, и также 
основываются на началахъ элементарной теометрш, относящихся 
къ теорн траневерсалей. 

Н›этитри задачи естественнымъ образомъ вызываютъ одно замЪ- 
чан1е и мы удивляемея, какъ оно не было сдфлано въ разных 
сочинен1яхь, заимствовавтихъ у Де-Лагпра рфшеше этихъ задачъ. 


——— 


не считаеть его вполн$ удовлетворительнымъ; и такъ какъ разематри- 
ваемый вопросъ кажется ему полезнымъ и любопытнымъ и потому за- 
служчвающимъ доказательства во всей формъ, то онъ предлагаетъ 
свое доказательство, которое‘ счптаеть самымъ общимъ и строгимт. 
(Иззюзте ае Разтопотие ам тоуеп де, р. 634). Но мы должны ска- 
зать, что доказательство Деламбра состоптъ почти изъ двухъ страницъ 
вычислен1й и во всякомъ случаЪ не точнфе краткаго разсужден!я 
Де-Лагира. 

Мы дЪлаемъ это зам$чан1е вовсе не съ намфреншемъ критиковать; мы 
питаемъ уваженте и удивлен!е къ имени и трудамъ Деламбра, къ его пре- 
данностн паук$ и къ т5мъ важнымь и труднымъ изыскан1ямъ, которыя 
ему были необходимы, чтобы написать истор1ю астроном. Замчане 
это естественно проистекаетъ изъ главной идеи, лежащей въ основан1и 
нашего труда; оно показываетъ съ одной стороны ясный примфръ тЪхь 
преимущьетвъ, которыя иногда представляеть путь геометрический, или 
путь прямаго разсужден1я, передъ вычисленемъ; съ другой стороны, ово 
обнаруживаетъ ваправлен1е, принятое математическими науками, — на- 
правлен1е, при которомъ ясныхъ н уб$дительныхъ доказательствъ для 
истинъ геометрическихъ, доказательств» по формт, ишутъ только въ 
повфрк$ путемъ алгебраическаго исчислен!я. Это направленйе противно 
всему, что дфлалось до сихъ поръ: у Грековъ, гд$ геометрля проелави- 
лась строгостшю своихъ доказательствъ; у Индусовъ и Арабовъ, кото- 
рые истолковывали результаты алгебры доказательствами геометриче- 
скими; у новыхъ геометровъ до посл дняго вЪка между которыми Нью- 
тонъ и Маклоренъ употребляли анализъ весьма неохотно и только тамт, 
тд$ онъ неизбЪ женъ. 

ГдЪ причина такого исключительнаго направлевн1я математическихъ 
знаний? И каково будегъ вл1ян1е его на характеръ и усп$хи науки? 

Мы не будемъ пытаться отвфчать на эти вопросы, такъ какъ мноше, 
вфроятно, едва ли согласились бы съ нами. Но, каковы бы ни были 
мнфн1я 0бъ этомъ предметЪ, нельзя по крайней м5р$ не согласиться 
съ тЪмъ, что было бы очень полезно поддерживать п разработывать на 
ряду съ новыми способами также и способъ древнихъ, которому ма- 
тематики продолжали слБдовать до послФдняго столЪтая. 
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Замфчан1е это относится къ избытку данныхт, которыя принима- 
етъ Де.Лагиръ при построев1и часовыхъ линй. Въ первомъ слу- 


`чаф онъ беретъ ихъ семь, во второмъ—четыре и еще равноден- 


ственную лин!ю; въ третьемъ—три и кромф того равноденствен- 
пую и горизантальную лин!и; къ этому надобно прибавить, что 
данныя линйи предполагаются посл$довательными. 


Но необходимы ли всф эти данпыя? И каково наименьшее чи. 
сло часовыхъ лин, достаточныхь для построевшя вефхъ другихъ? 


Отвфчаемъ на это, что трехъ какихъ нибудь часовыхъ ливй 
достаточно, чтобы опредфлить вс остальныя, и построете мо- 
жетъ быть сдЪлано также просто, какъ было сдфлано Де-Лаги- 
ромъ въ случаЪ семи послфдовательныхъ данныхъ часовыхЪ лин!й. 


Построен1е это представляетъ новое приложен!е жеори анар- 
моническалю отнощенля, на которую мы уже во мнотихъ м$фетахъ 
этого сочинен1я старались обратить внимане геометровъ. 


Означимъ черезъ а, 6, с три данныя лин, соотвЪтетвующия 
какимъ нибудь опредфленнымъ часамтъ, или даже, если угодно, 
долямъ часа. Пусть @ будетъ какая нибудь изъ часовыхъ лин Й, 
которую мы желаемъ построить при помощи трехъ первыхъ. Ан- 
1армоническое отношен1е этихъ четырехъ прямыхъ равно антар- 
моническому отношен1ю четырехъ часовыхъ плоскостей, нм$ю- 
щихъ этп прамыя слфдами на плоскости солнечныхъ часовъ. 0Оз- 
начая четыре плоскости эти черезь 4, В, С, Д, получимъ: 


51 са зт Ча зтСА’ зт р 
зт с,0 `°зт 4 зт(В` эт о,В` 
Углы между четырьмя плоскостями А, В, С, Р извЪетны, такт 


какъ эти плоскости соотвфтевуютъ четыремъ даннымъ часамъ; 
поэтому вторая часть уравненя есть извЪетное количество #. 


Отсюда уже видно, что уравнен1е наше можеть служитъ для 
опредфлен1я направлен!я линйи 4, и слвдовательно, для ршен1я 
вопроса. 


Чтобы вывести отеюда простое построене, проведемъ произ- 
вольную сЖкущую, которая ветрфтится съ тремя линйями а, 6, с 
въ точкахъ ©, 6, 7, и означимъ черезъ 6 точку пересфченля ея 
съ искомою лишею 4. Ангармоническое отношене для четырехъ 
точек «, В, 9, 6 будетъ такое же, какъ и для четырехъ пря- 
мыхъ а, 6, с, 4; велЪдетые этого предыдущее уравнеше обра- 
титея въ 
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Вторая часть извфетна и, слфдовательно, уравнене опред$ля- 
етъ положев!е точки $, принадлежащей къ искомой линии. 

Это построен1е дфлается въ высшей степени просто, если с$- 
кущую проведемъ параллельно одной изъ лин а, 6, наприм$ ръ 


> [17- . 
первой; потому что тогда», = 1 и уравнене принимаетъ видъ: 


В = м. 3р. 


Отр$зокъ 98 извЪфстенъ, а потому извБстенъ также и отр$зокъ 
08; тавимъ образомъ точка 6, а сл6довательно и лишя 4, опре- 
дфлены. Это общее построене какой угодно четвертой часовой 
лини помопию трехъ какихъ нибудь данныхъ линШ дЪйствитель- 
но, какъ мы уже говорили, столь же просто, какъ и построене 
Де- Лагира, въ которомъ считается необходимымъ знать семъ ли- 
НЙ, вмЪето трехъ. 

Что касается до количества и, которое не дано прямо, но за- 
виситъ отъ угловк между четырьмя часовыми плоскостами А, В, 
С,Ш, то величину его легко найти графически, безъ помощи 
тригонометрическихъь лин, входящихъ въ его выражен!е. Для 
этого черезъ точку О проведемъ четыре прямыя О.А’, ОВ’, ОС’, 
ОГ’, образующйя между собою углы, равные соотвЗтственно 
угламъ между часовыми плоскостями; проведемъ какую нибудь с$- 
кушую, которая пересфчетсея съ этими прямыми. въ точкахъь 
«', В’, 7’, 6’; ангармоническое отношен1е этихъ четырехъ точекъ 
бдеть равно ангармоническому отношен!ю четырехъ плоскостей 
и мы будемъ имФть: 

у’х’ д’ 
7’ 9’ —" 

Такова величина 7. Выражен1е ея можно упростить, проводя 
сЗкущую параллельно одной изъ четырехъ прямыхъ О’, ОБ’, 


’, ОД’, наприм$ръ первой; тогда 


ОР 
7В’` 


у’ 
хе = Ти мы получимъ: 


7% — 


23. Трактать о коническихъ сфчен1яхъ имфлъ большой 
успЪ%хъ во всей ученой Европ$ и, благодаря ему, на Де- 
Лагира смотр$ли, какъ на самостоятельнаго писателя объ 
этомъ предмет®. ДЪйствительно, его методъ, хотя чисто син- 
тетическй, отличался существенно отъ метода древнихъ. 
Древше разематригали коническя сЗчешя на конуст, но 


9 
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только для того, чтобы получить ихъ, вывести нфкоторыя 
основныя свойства (изъ которыхь самое важное есть по- 
стоянное отношене между квадратомъ ординаты и произве- 
демемъ отр$зковъ па оси *“) и потомъ пользоватеся ими для 
изыскан!я и доказательства везхъ другихъ свойствъ: древние 
составляли такимъ образомъ свою теорю коническихъ с3- 
ченй, не зная ни одного свойства конуса и совершенно пе- 
зависимо отъ свойствъ круга, служащаго конусу основашемъ; 
Аполлон1й доказываетъ даже часто свойства круга въ одно 
время съ свойствами эллипса и одинаковымъ образомъ. Де- 
Лагиръ избраль путь боле рацональный и методичесвй, 
и поэтому боле краткй и ясный. Онъ началь съ устано- 
влен1я свойствъ круга, которыя должны представляться и въ 
коническихъь сЪчен!1яхъ, преимущественно свойствъ, относя- 
щихся къ гармоническому дЗленю; потомъ, пользуясь ими, 


*) На вопросъ, отчего зависить плодотворность этого свойства ко- 
ническихь сфченй, въ аналитической геометрии отвфтили бы, что свой- 
ство это есть ничто‘ иное, какъ уравнешме кривой, и неудивительно 
поэтому, что къ нему примфнаются удобно вс преобразован1я, какимъ 
можно подвергнуть уравнен1е. Но чистая геометр1я требуетъ бол$е 
прямой причины, заимствованной только изъ свойствъ самаго предмета 
и не носящей отпечатка произвольной и искуственной системы коор- 
динатъ; и легко видфть, что причина заключается въ томъ, что свой- 
ство это выражаетъ соотношене между шестью точками коническаго 
сЪчен1я. ЭдЪеь впрочемъ шесть точекъ не им$ютъь положен1я совершен- 
но произвольнаго и общаго: четыре изъ нихъ берутея на двухъ парал- 
лельныхъ прямыхт. 

Но, не смотря на это ограничеже, упомянутое соотношенйе доста- 
точно для построен1я кривой при помощи пяти произвольно данныхъ 
точекъ. Отсюда понатно, что оно можеть вести ко всфмъ свойствамъ 
коническихь сЗченй. При этомъ пришлось бы только сл$довать ино- 
гда не совершенно прямому пути и употреблять бол$е искуственныхъ 
оборотовъ, чёмъ въ томъ случа, когда бы намъ было извфстно совер- 
шенно ‘общее соотношене между шестью какими нибудь точками ко- 
ническаго сЗчен!я. Этимъ замчаюемъ объясняется, почему прекрас- 
ныя теоремы Дезарга и Паскаля, выражаюия собою именно совер- 
шенно общее соотношене межлу шестью точками коническаго сЗченля, 
внеели въ теор!ю этихъ кривыхъ такую. неизв стную древнимт простоту. 
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онъ обнаружиль и доказаль подобныя же свойства въ с\че- 
махъ конуса. Этотъ пр1емъ въ свое время быль замфчате- 
ленъ тфмъ, что не требовалъ употреблен1я осеваго треуголь- 
ника и прилагался безразлично ко всякимъ сЗчев1змъ конуса. 

Премъ этотъ, какъ мы видимъ, быль въ дух способовъ 
Дезарга и Паскаля, которые переносили свойства круга на 
коническя с№чен1я поередетвомъ перепективы. Изъ Биоий- 
[оп рто7ЕТ 4ез Сотдаиез Дезарга Де-Лагиръ могъ также заим- 
ствовать удачныя примфневя гармонической пропорции и 
нфкоторюхъ инволюц1онныхь соотношений. Вотъ дв$ причи- 
ны, по которымъ мы разематриваемъ этого геометра, какъ 
продолжателя ученай Дезарга и Паскаля. 

24. Мы должны замЪфтить, что новый способъ выводить 
свойства коническихъ сЗчен!й изъ свойства круга и изъ раз- 
смотр%н1я конуса, на которомъ получаются эти кривыя, быль 
уже употребляемъ двумя геометрами въ предшествующемъ 
стол тм. Во первыхъ Вернеромъ изъ Нюремберга, который 
этимъ путемъ доказалъь многя элементарныя свойства кони- 
ческихъ сфченй °°); во вторыхь въ болЗе обширномъ раз- 
мВрЪ иболЪе ученымъ образомъ, знаменитымъ Мавроликомъ 
изъ Мессины, который сперва перевелъь многя сочинен]я 
древнихъ, а потомъ въ числ множества собственныхъ со- 
чинев!й издаль Тхгайе 4ез Соплдиез; въ этомъ посл днемъ 
сочинени онъ слЗдоваль новому пути, приписывая пр1е- 
мамъ древнихъ при изелфдован1яхъ этого рода растанутость 
ихъ доказательствъ 3°). 

По поводу того же предмета справедливо упомянуть еще 
о Гуарини, современник Де-Лагира, который въ 1671 году 


3) 7, Уегиегь ТлфеЙиз зиюег чдтИиофиз @етет $ сотсз, ек. 
11. 4° 1522. 

33) Фиотат АроПожиз отита [Гете сопюогит аетопятиа сопабиз$ 
е$ т апит тефдеге, атидиотфиз тядтот; пеМена сопогит 
езстчюНопе, её аПбит4е диаетепз агдитета, содфит регзаере о63си- 
7$из @ смтефе детопятате 34, дио@ сощепиЛапао зойаае Идитае 
зесНопет, аретНиз еЁ Бтедиз детопзтщиг. О. Егапс13с1 Маиго]1е1 


Оризеша табмештаЯса. 1п-4°; Уепейз, 1575; р. 280). 
9% 
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издаль также Трактать о коническихь съченляль, гдЪ часто 
пользовался свойствами ковуса для доказательства свойствъ 
его сфченй. 


Въ этомъ сочинеши особенно замфчательно чрезвычайно 
простое и прилагающееся ко веЗмъ видамъ‘ коническихъ с*- 
чен1й доказательство теоремы о постоянномъ отношенш ме- 
жду произведен1ями отрЪзковъ на параллельныхь хордахъ,— 
теоремы, которая требовала всегда многихъ предваритель- 
ныхъ предложенй. Премъ доказательства представлялъ шагь 
впередъ въ теор1и коническихъ сфченй, но Гуарини, хотя 
въ высшей степени быль свЪдущъь во всЪхъ отдфлахъ гео- 
метр, не развиль его такъ систематически и съ такимъ 
талантомъ, какъ Де-Лагиръ. (См. о МавроликЪ и Гуарини 
въ Примфчани ХУП). 


25. Скажемъ здЪсь мимоходомъ, что кромВ способа древ- 
нихъ и способа, избраннаго Де-Лагиромъ, можно предетз- 
вить себ еще трет способъ, которьй до сихъ поръ ни- 
к5мъ еще не употреблялся, но который могъ бы, если не 
ошибаемся, до высшей степени упростить доказательства и 
обнаружить самымъ яаснымъ образомъ основныя начала и 
происхожден!е разнообразныхъ свойствъ коническихъ с$че- 
нй. Надобно сознаться, что въ этомъ отношен1и способъ 
древнихъ оставляетъ насъ въ совершенномъ мрак$. 


Способъ, о которомъ мы говоримъ, могъ бы состоять въ 
изучен1и свойствъ самаго конуса и въ выражен1и ихъ совер- 
шенно независимо отъ свойствъ его сЪченй; тогда послЪд- 
мя свойства выводились бы изъ первыхь съ необыкновен- 
ною легкостю и общностю. Это понятно уже изъ того, что 
вездЪ, гдз древн!1е, основываясь на особенностяхъ трехъ ви- 
довъ коническихъ сфченй, должны были употреблять три 
различныя доказательства для обнаруженя одного и того же 
свойства въ эллипс, параболЪ и гипербол$, здБеь было бы 
достаточно вывести соотвЗтствующее свойство самаго кону- 
са и отеюда, какь изъ настоящаго общаго источника, про- 
истекали бы тогда свойства вефхъ сБчевшй конуса. 
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Такимъ путемъ объяснилось бы на конус происхождене 
многихъ свойствъ въ коническихъ с$чен1яхъ; таковы напри- 
мЪръ свойства фокусовх, которыя, кажется, были угаданы 
Аполлон1емъ и которыя ни этимъ геометромъ, ни однимъ 
изъ слБдующихъ, не были поставлены въ связь съ свойства- 
ми круга, или конуса; такъ что первоначальное происхож- 
ден1е этихъ замчательныхь точекъ, въ зависимости отъ ко- 
нуса, на которомъ получаются кривыя, оставалось совер- 
шенно неизв$ етнымъ. 

Другая выгода указываемаго нами способа состояла бы въ 
томъ, что вмфетф съ теорей коническихъ сЪчев1й образо- 
валась бы теорйя круглыхъ конусовъ, свойства которыхъ до 
сихъ поръ еще весьма мало извЪетны. Это не представило 
бы никакихъ затруднен!й: въ доказательство мы можемъ, `ка- 
жется, привести опытъ, сдфланный нами въ одномъ мемуа- 
р$ *“), гдЪ, допуская только нзкоторыя большею част1ю оче- 
видныя свойства круга, мы получили множество новыхъ 
свойствъ конусовъ втораго порядка; н$фкоторыя изъ этихъ 
свойствъ соотвзтетвують свойствамъ фокусовъ коническихъ 
сфчен!й и приводять къ нимъ, такимъ образомъ существо- 
ван!е и свойства фокусовъ могутъ быть приведены въ зави- 
симость отъ свойствъ конуса. 

Читая первыя строки Грактата о коническихь съченлять 
Валлиса, можно подумать, что этотъь велиюй геометръ сл$- 
дуетъ именно тому способу, 0`’которомъ мы теперь гово- 
римъ. Онъ объявляетъ, что, убЪдившись въ трудности тео- 
ри коническихъ сЪченй и желая ее упростить, онъ прис- 
тупитъ сначала къ ближайшему изученю самаго конуса, 
чего не сдЗлали древн1е, & отсюда уже, какъ изъ настояща- 
го источника, выведеть свойства этихъ кривыхъ. Но Вал- 
лисъ спфшитъ прибавить, что онъ ограничивается только 
важнёйшими свойствами, которыя могутъ вести къ откры- 
тю везхъ другихъ. И въ самомъ дёлЪ, доказавъ, также какъ 


‘) Метозге 4е ЧвотеНче рите зит 1ез отортзеез$ депегтщез 4ез сбпез 
ди зесопЯ 4едте. тш—4°, 1830. 
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Декартъ, свойство, служащее для выражен1я кривыхъ помо- 
ш1ю двухъ координатъ, онъ избираетъ другой путь и даетъ 
аналитическую теор1ю этихъ кривыхъ. 

26. Возвратимея къ трактату Де-Лагира. Это сочинен!е 
разд$лено на девать книгъ. Первая представляеть основу 
для всего посл5дующаго; въ ней послЗдовательно излагают- 
ся свойства гармоническаго дзленя прямой лини, свойства 
гармоническихъ пучковъ, и наконецъь гармоничесяя соотно- 
шен1я въ круг®. Тутъ же находятся нзкоторые частные слу- 
чаи инволюц!оннаго соотношеня шести точекъ, но нзтъ 
‘подобнаго соотношен1я въ совершенно общемъ видф. Эта 
книга представляеть введен1е, изъ котораго впоелЁдстваи 
почерпаются простыя и обиая доказательства теоремъ, тре- 
бовавшихъ у древнихъ долгихъ и трудныхъ соображений. 
Именно въ этомъ состояла новизна и заслуга метода Де- 
Лагира. | 

ИЙром$ задачи а $"ез её дицайют Ипеаз и прекрасныхъ 
общихъь теоремъ, составлявшихъ основан!е сочинешй Дезар- 
га и Паскаля, въ трактатЪ Де-Лагира соединены были въ 
первый разъ вс друмя извЗетныя свойства коническихъ с$- 
чен!й и доказаны синтетически однообразнымъ и изащнымъ 
пр!емомъ. гМног1я изъ предложенй принадлежать самому 
Де-Лагиру. Изъ нихь прежде всего укажемъ на теор1ю по- 
1юс0вз, состоящую изъ селфдующихъ трехъ теоремт. 

1°. „Еели около неподвижной точки будемъ обращаль с$- 
„кущую, ветрЗчающуюся съ коническимъ сЪчешемъ въ двухъ 
„точкахъ, то касательныя ВЪ этихъ точкахъ всегда будуть 
„пересЪкаться ва одной прямой“. (Предложенля 27 и 28 кни- 
ги 1-й; 24 и 27 книги 2%Й). 

И обратно: „Если изъ каждой гочки прамой лини будемъ 
„проводить двЪ касательныя къ коническому сЗченю, то 
„праямыя, соединяющия точки прикосновен!я, пройдутъ че- 
„резъь одну точку“. (Предложеня 26 и 28 книги 1-й; 23 и 
26 книги 2-Й). 

Точка эта въ послВднее время названа была полюсом 
прямой, а прямая -- полярою точки. 
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2°. „Вели черезъ неподвижную точку будемъ проводить 
„различныя сФкупя, перееЪкающия коническое сЗчеше, то 
„прямыя соединяющя попарно точки перес$четя двухъ ка- 
„кихъ-нибудь сВкущихъ, будуть между собою пересВкаться 
„на полярь неподвижной точки“. (Предзожене 22 и 93 кн. 
1-й; 30 кн. 2-й). 

3°. Наконецъ „Точка встрфчи каждой сЪ$кущей съ поля- 
„рою неподвижной точки есть гармонически сопраженная 
„съ этою неподвижной точкой относительно двухъ точекъ 
„пересЖченя сфкущей съ кривою“. (Прелл. 21 кн. 1-й и 23 
и 26 кн. 2-Й). 

Посл$днее предложеше было изв$стно Аполлон!ю. 

Въ трактатф Де-Лагира оно есть основное и изъ него 
выводятся вс другя. Изъ предложен!я 3-го книги 3-й вид- 
но; наприм$ръ, какь естественно приводить оно къ соот- 
ношеню между квадратомъ ординаты и прямоугольникомъ 
изъ отрфзковъ оси. 

Такимъ образомъ предложен!е это играетъ въ обширномъ 
трактатв Де-Лагира ту же роль, какъ теорема о [жиз тес- 
ит у Аполлон!я, какъ инволющ!я шести точекъ въ Втои- 
[от рто7её 4ез Сотлдиез Дезарга и какъ мистичесый шести- 
угольникъ вь сочинени Паскаля. 

Легко видзть, что изъ трехъ упоманутыхъ нами здЪсь 
предложенй два первыя заключаются въ теоремВ о четы- 
реугольник$, вписанномъ въ коническое сБчеше, —теорем$, 
которую, какъ мы уже говорили, Паскаль вЪроятно вывелъ 
изъ своего шестиугольника; третье же предложене есть 
слфдстые той же теоремы на основани 131 предложен!я 7-й 
книги Математическоло Собраня, — предложен1я, которое 
мы указали, говоря о Папи$. 

Но такъ какъ сочинен1е Паскаля никогда не было издано, 
то Де-Лагиру принадлежить честь открыт1я этихъ прекрас- 
ныхъ предложенй. Впосл$Здетв1и они были воспроизведены 
Маклореномъ въ сочинемяхъ о флюкоять и о зеометриче- 
скихь кривыхь, Р. Симсономъ въ сочинени о коническихь 
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съченляж, Карно въ Тйеоте дез тапзоетзез и мвогими 
другими геометрами. 


Первая теорема и ея взаимная были доказаны посред- 
ствомъ нагляднаго и весьма изящнаго према въ Начерта- 
тельной Геометрли Монжа и распространены этимъ знаме- 
нитымъ геометромъ на поверхности втораго порадка. Съ 
этого времени получаетъь важность и обширное прим$нене 
теор1я полюсовъ, заключавшаяся до этихъ поръ въ назван- 
ныхъ нами ученыхь сочинен1яхъ, но остававшаяея почти 
неизвз стною для молодыхъ геометровъ, изучавшихь кониче- 
сыя сЪчен1я только по способу аналитичесый геометрии. 


Между другими зам\чательными свойствами коническихъ 
сфченй, открытыми Де-Лагиромъ, мы упомаянемъ только о 
геометрическомъ м$ст$ вершины прямаго угла, .описанваго 
около коническаго сЪчен1я; это геометрическое мЗето есть 
кругъ для эллипса и гиперболы и прамая линя для парабо- 
лы (8-я книга, предл. 26, 27 и 28) °°); Монжь обобщилъь 
также и это предложене и показалъ, что точка пересЪчен1я 
трехъ взаимно перпендикулярныхь плоскостей, касающихся 
поверхности втораго порядка, лежитъ всегда на сферЪ, ко- 
торая обращается въ плоскость для параболоида. 


3) Де-Лагиръ показалъь также (Метобгез ае Г’.АсаЯетяе 4е баепсез, 
1704) геометрическое м$ето равныхъ между собою, острыхъ или ту- 
пыхъ, угловъ, описанныхь около коническато сБчен1я; это есть кривая 
четвертаго порядка, обращающаяся въ гиперболу, когда данное кони- 
ческое сЪфчен1е есть парабола. 

Въ томъ же мемуарз Де-Лагиръ изел$дуеть этотъ вопросъ также 
для циклоиды и приходить къ слфлующему любопытному результату: 
вершины равныхъ угловъ, прямыхъ, острыхъ, или тупыхъ, описанныхъ 
около этой кривой лежатъ на другой цнкзоидЪ, сжатой или растянутой. 

Мы нашли, что круговыя эпициклоиды обладаютъ тзмъ же свойст- 
вомъ, именно: 

Если около эпициклоиды, образуемой точкою окружности крупа, 
катящалося по друлому круцу, будемь описывать равные между собою 
узлы, то вершины ихь будуть лежать на растянутой, или сжатой, 
этициклоидь. 
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Де-Лагиръ значительно обогатилъ также теорю фокусов 
и показаль изящное и простое построеше, посредствомъ 
прямой лиши и круга, коническаго с$чевн1я, им$ющаго дан- 
ный фокусъ и проходящаго черезъ три данныя точки. За- 
дача эта имфеть приложен1е въ астроном1и и для р%®шеня 
ея знаменитый астрономъ и геометръ Галлей, разрЪшивпий 
ее въ первый разъ, употреблялъ гиперболу °°). 


27. До Декарта существоваль только одинъ способъ обра- 
зованя коническихъ сЪченй, именно на 1ЪлЪ, т.-е. на ко- 
нус$ съ круглымъ основан1емъ. Но геометр1я этого знаме- 
нитаго преобразователя произвела въ теор! этихъ кривыхъ, 
также какъ и во веБхь другихъ частяхъ математики, р5ёши- 
тельный переворотъ: она научила получать ихъ прямо на 
плоскости, не пользуясь при этомъ нисколько раземотрЗн!- 
емъ конуса. Декарту было достаточно зам тить, что въ его 
систем координать вс№ коничесыя сченя выражаются об- 
щимъ уравненлемъ второй степени. Такое аналитическое вы- 
ражене вело къ изыскан!ю и развитю ихъ многочисленныхъ 
свойствъ. Этоть способъ изелдован1я былъ принятъ прежде 
всего Валлисомъ, который первый далъ аналитическую те- 
ор1ю коническихъ сЪченй, а потомъ большинствомъ геоме- 
тровъ, писавшихъ объ этихъ кривыхъ. Впрочемъ еще впро- 
должене цЪлаго столзт1я продолжали разематривать кони- 
ческя сЪченя также и на конусЪ и въ сочинен1яхъ, появив- 
шихся втечене этого времени, соединяли вмЪстЪ оба спо- 
с0б&: способъ древнихъ и способъ Декарта. 

Премъ, служивш! Дезаргу и Паскалю для образования 
коническихъ сЗченй, относилея къ епособу древнихъ, по- 
тому что въ немъ эти кривыя разематриваются какь перепек- 
тивы круга. Но этотъ пр1емъ получилъь весьма важное пре- 
имущество, благодаря употребленю теор!и траневерсалей, 
которою древн1е пользовались только въ системахъь пря- 


38) Мефодиз Фтеса её деотейса сидиз оре зтоезидатиу Арйейа 
ес. Рапаатит. РЬ|озорЫса| Тгапзае@юотз, 1676, п? 128. 
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мыхъ лиШй, но не прилагали ни къ’кругу, ни кь кониче- 
скимъ сЪченямъ. 

Григор С. Винцентъ, какъ мы уже говорили, придумалъ 
множество способовъ образовать коническя сЪченя одни 
помощю другихъ; Шутенъ далъ нфеколько способовъ орга- 
ническаго образован1я ихъ; Де-Витть едФлалъ еще шагъ, обра- 
зуя эти кривыя различными весьма общими способами, ко- 
торыми онъ искусно пользовался для вывода ихъ важн\Ъй- 
шихъ свойствъ; но ве эти способы не были одинаковы для 
всЪхъ трехъ видовъ коническихь сЗчений. 

Де-Лагиръ, имЪя передъ глазами совершенно общ, но 
аналитический, способъ Декарта и попытки Де-Витта, ста- 
рался также найти общий праемъ для образованя коническихъ 
с$ченй на плоскости, который могъ бы вести, также какъ 
и въ случаЪ образован1я ихъ на конус*, къ доказательству 
свойствъ этихъ кривыхъ. 

28. Въ 1673 и 1679 годахъ онъ двоякимъ образомъ вы- 
полнилъ это намфреше въ двухъ сочинешяхъ, которыя пред- 
шествовали его большому трактату 1685 года и съ кото- 
рыхъ началась его извЗетность, какъ геометра. 

Въ сочинении 1679 года *') Де-Лагиръ опредЗляетъ кони- 
ческ1я сЪчен1я, какъ тавя кривыя, въ которыхь сумма или 
разноеть разстояв1й каждой точки оть двухъ неподвижныхъ 
точекъ остается постоянная или каждая точка находится въ 
одинаковомъ разетояни отъ данной точки и данной прямой. 
Исходя изъ одного этого положення, онъ выводитъ множе- 
ство свойствъ этихъ кривыхь. 

Такая постановка теор!и коническихъь сБченй была при- 
нята многими геометрами, которые положили ее въ основя- 
н1е своихъ сочиненй; таковы маркизъ [Пора В. ЭПп5оп, 
С 15 пбе, Мапди и др. 

Въ сочиневи своемъ Де-Лагиръ присоединиль къ этому 
еще дв особыя части о геометрическихь м$стахъ, изслз- 


37) Моиъеаих @етепз 4ез зесНотз сотлдиез. Гез Иеих двботёидиез. 
Га сопутисНот ош ересНоп аез ваианотз. (п—12; 1679). 
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дованныхь по способу Декарта, и о примЗнен1и ихъ къ по- 
строеню уравнений. 

Посл дная часть оканчивается построенемъ посредетвомъ 
прямой лини и круга одной изъ самыхь знаменитыхъ задачъ 
въ теори коническихъ сфченй, именно задачи о проведени 
нормали черезъ точку, взятую внф кривой. Андерсонъ *"), 
Слюзъ и Гюйгенсъ ршили эту задачу только для параболы; 
это не представляло большой трудности, потому что задача 
допускаетъ въ этомъ случа только три р5шеня и потому 
можеть быть ршена при помощи одного круга. Но въ слу- 
ча эллипса и гиперболы задача, допуская четыре р$5шенля, 
представляетъ большия затрудненля и достаточно доказываетъ 
искуство Де-Лагира въ Декартовомъ анализ5. 


29. Въ сочинении 1673 года подъ заглавемъ: М№оизейе те- 
{доде еп Чеотей“че, роит 1ез зесНопз 4ез зиретЙсез сот- 
Чиез её суйтатчиез, Де-Лагиръ является писателемъ вполнЪ 
оригинальнымъ и новымъ, и оно-то заставляеть насъ вклю- 
чить этого геометра въ число основателей новой геометрии. 


Сочинев!е это состоитъ изъ двухъ частей, изъ которыхъ 
каждая представлаетъь особый новый методь и особыя до- 
стоинства. Приведенное нами выше заглаве относится пре- 
имущественно къ первой части, въ которой авторъ разсма- 
триваеть кривыя на конусЪ; вторая же часть, гд$ онъ обра- 
зуеть ихъ на плоскости, носитъ назваше Р/асотадиез. 


Первую часть можно разематривать, какъ опытъ того спо- 
соба, которому Де-Лагиръ, спустя двЗнадцать лЪтъ, ел$до- 
валь въ своемъ большомъ трактатЪ; дЪйствительно эта часть 
начинается двадцатью леммами, относящимися къ тЪмъ же 
предметамъ какъ и 1-я книга трактата; потомъ де-Лагиръ 
прилагаетъь ихъ къ доказательству важнЪйшихъ свойствъ ко- 
ническихъь сЪченй, съ общностю для того времени новою 
и безъ помощи осеваго треугольника. Но доказательства эти 


— 


38) А. Апдегзотл Ехегсцанопит татфетайсатит ПШесаз ртипа, ес. 
Раз. 1619, ш—4. 
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далеко еще не представляютъ той степени изящества и про- 
стоты, какъ въ трактатЪ 1685 года. 


Въ Расотдиез Де-Лагиръ излагаетъ изобртенный имъ 
общй способъ образован1я коническихъь сЪчен!й на плоско- 
сти; здЪеь кривыя, какъ и въ пространств, образуются при 
помощи круга и при этомъ не предполагаются извЪетными 
никакя свойства ихъ; впосл$детвьи Де-Лагиръ доказываетъ, 
что образуемыя такимъ образомъ кривыя дЁйствительно оди- 
паковы съ тфми, которыя получаются въ пространствЪ на 
конус. Особенно хорошо въ этомъ способ$ то, что свой- 
ства круга распроетранаютея на атсотдиез при помо- 
щи ТЪхъ же леммъ, которыя служатъ для распространен1я 
свойствъ кругъ на сЪчен!я конуса, и доказательства при этомъ 
остаются тфже, какь въ первой части. 


30. Такъ кзкъ это первое сочинене Де-Лагира чрезвы- 
чайно рЪдко и такъ какъ писатели, иногда упоминавиие объ 
немъ, не достаточто знакомятъь съ его направленемъ °), 
то мы считаемъ не лишнимъ войти здЪсь въ нфкоторыя по- 
дробности объ этой удивительной теор!и ратсотдиез, ко- 
торая такъ долго оставалась неизвзстною и забытою, но ко- 


з) Въ Рийозормесо ТгатзасНопз 1676, пб 129, помБщенъ благопраят- 
ный отзывъ о сочинен1и Де-Лагира, но ничего не говорится о его 
ВРатсотдиез. 


Въ Уоитпо] 4ез базатз (1676, 17 ОбсетшЪге) посл разбора первой 
части сочинен1я сказаны о 2{атсоп4диез только слфдуюпая слова, ко- 
торыхь было бы достаточно, чтобы предохранить эту теорю отъ заб- 
вен!я: „Авторъ прибавилъ къ своему новому методу трактатъ о р]ап1- 
0114068, который чрезвычайно хорошъ и очень удобенъ, такъ какъ 
въ немъ нфтъ надобности воображать ни какого-нибудь тЪфла, ни пло- 
скости, кром$ той, на которой разсматривается фигура“. 


Вольфъ въ своемъ комментарий кь важнъйшимь сочинетямь чеоме- 
тровъ приводитъ вс$ друмя сочинемя Де-Лагира, но совершенно опу- 
скаетъ то, о которомъ мы говоримъ. Монтукла не говоритъ о немъ ни 
слова. Впрочемъ Согпе!аз А Вепспеш ‚упомянулъо немъ въ В%Йодта- 
риса тфетайса и потомъ Маггпаг@ также записалъ его въ ВФИошеса 
эжйетайса. 
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торая представляеть первый довольно общий способъ яре- 
образованмя фичуюз в5 друия такою же рода. 

Представимъ себф на плоскости двЪ параллельныя между 
собою прямыя, изъ которыхъ одну авторъ называетъ обра- 
зующей (ттайчсе), другую — направляющей (@тесичсе), 
и кромЪ того точку, называемую уолюсомз. Изъ каждой точ- 
ки М кривой, данной на плоскости, проводимъ по произволь- 
ному направленю сЪкущую; она ветр$тится съ направляю - 
щею въ точк$, которую соединземъ прямою линшею съ по- 
люсомъ, и съ образующей—въ другой точкЪ, изъ которой 
проводимъ параллельную къ предыдущей прямой. Эта па- 
раллельная встр$титея съ прямою, идущею отъ точки М къ 
полюсу, въ точкБ М, которая такимъ образомъ образована 
точкою М. 

Каждая точка данной кривой образуетъ подобнымъ же об- 
разомъ соотв$тственную точку второй кривой. , 

Точки прямой лини образують точки другой прямой ли- 
ни, об$ эти лиШи перес®каются на образующей. 

Наконець, точки круза образують точки коническоло съ- 
ченля. 

Чтобы доказаль это предложеше, не предполагая извфет- 
нымъ никакого свойства коническихъ сфченй, Де-Лагиръ 
предетавляеть себЪ конусъ съ круговымъ основашемъ и на 
немъ плоское сЗчене; затфмъ онъ совмщаеть плоскость 
круга съ плоскост!ю сБчен1я, обращая ее около лини пере- 
сфчен1я этихъ плоскостей; потомъ, принявъ эту линю за 
образующую, другую (именно линю, которая въ первона- 
чальномъ положенш плоскости круга есть пересЪчене съ 
плоскостю, проведенною черезъь вершину конуса параллель- 
но плоскости коническаго сЪчев!я) —за направляющую и из- 
вфетнымъ образомъ избранную точку за полюсв, онъ дока- 
зываетъ, чрезь сравнеше подобныхъ треугольниковъ, что 
это сфчеше можетъ быть образовано кругомъ *°). 


№) Это доказательство довольно трудно; начало перспективы, кото- 
рое мы вывели изъ теоремы Дезарга, доставляеть доказательство са- 
мое естественное и въ въ вышей степени простое. 
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Таковъ быль способъ Де-Лагира для получен1я коничес- 
кихъ с5чешй на плоскости безъь помощи всякаго тЪла и вся- 
кой другой плоскости, кром плоскости чертежа. Это онъ 
называль 9еревести конусь и ею стъченя на плоскость. Въ 
предислов!и къ сочиненю 1679 года онъ говоритъ: я ири- 
лолалз кз этимз плоскимз съченямз тъ же доказательства, 
катя даны мною для тъла, и моу) сказать, что сочинене 
моё имъло счастле заслужить одобреняе самых ученых 
зеометровз. 


Но извфетность этого сочинен!я продолжалось недолго и 
оно, не смотря на свои несомнфнныя достоинства, болЪе 
вЪка оставалось въ забвени; это могло бы удивить наст, 
если бы мы не знали, что у веякой эпохи есть свои во- 
просы дня и что самыя лучппя и полезных идеи, чтобы быть 
признанными, должны появляться въ такое время, когда умы 
обращены къ предметамъ съ ними сроднымъ. Истор1я наукъ 
на веякомъ шагу даетъ намъ доказательства этой истины *“!). 


31. Ле-Пуаврт. Впрочемъ способъ Де-Лагира былъ въ 
1704 году воспроизведенъ, или лучше сказать изобр$тенъ 
вновь, Ле-Пуавромъ (е Роуге 4е Мопз), геометромъ въ ва- 
ше время неизв$стнымъ, но о которомъ было бы несправед- 
ливо не упомянуть вм$стЪ съ Декартомъ, Паскалемъ и Де- 
Лагиромъ въ истори происхожден!я и развит!я новой гео- 
метри. Сочинеше его носило такое заглав!е: Тлайе дез зес- 
Нопз Чи суйтаге её аи сдие, сопз4етез Чапз Че зой4е @ 
Фатз [е ап, азес 4ез автопяганотз тез еЁ пошуеЙез 
(60 страницъ ш 8°). Часть, относящаяся кь образованию ко- 
ническихъ с5ченй на плоскости, есть въ сущности ничто 
иное, какъ методъ Де.Лагира, но онъ предетавленъ здЪеь 


м) Вифсть съ Монтуклой мы могли бы прибавить, что „предраз- 
судки бывають даже въ геометрии, и р$дко люди, привыкиие долгое 
время къ разсужден1ямъ извЪетнаго рода, бываютъ расположены оста- 
вить старыя привычки и усвоить себф новыя суждетя“, (Назоте @ез 
тафетайдиез, +. П, р. 144.) 
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совершенно въ другомъ видф и заслуживаеть, чтобы мы из- 
ложили его особенности и пруемы “?). 

Первоначальная мыель автора состояла, кажется, въ томъ, 
чтобы провести на конуе$ кривую плоскаго еЗчен1я, не про- 
водя самой плоскости; и авторъ д$лаеть это двумя спосо- 
бами: посредствомъ перес$чен1я каждой образующей конуса 
съ другою извфетнымъ образомъ проведенною прямою и 
посредетвомъ пропорцши, послВдейй членъ которой служить 
для опредЪлев!я на каждой образующей точки кривой сЗче- 
н!я. Потомъ онъ замЗчаетъ, что эти построен1я могутъ быть 
выполнены не только въ пространствЪ, но и на самой лло- 
скости круга, служащаго основанлемъ конуса, и что они ве- 
дутъ въ этомъ случа$ къ тЪмъ же самымъ кривымъ. 


Представимъ себз конусъ съ кряглымъ основан!емъ; про- 
извольно проведенная плоскость образуеть на немъ кони- 
ческое сЗченте; требуется построить эту кривую безъ по- 
мощи плоскости, въ которой она находится. Для этого нуж- 
но прежде всего взять въ пространств элементы, необходи- 
мые для опредЪлен1я положевн!я этой плоскости; это можно 
сд$лать различнымъь образомъ. Ле-Пуавръ беретъь слФдъ с%- 


42?) Отзывы объ этомъ сочинении были помфщены въ /оигиа{ 4ез За- 
запз 1704 и въ Аба егидйотит 1707 года. 

Въ довольно обширной стать „Уоигпа{ 4ез базатз предполагается 
кажется, что способъ Ле-Пуавра заимствованъ у Де-Лагира. Но мы 
не можемъ согласиться съ этимъ мнфемъ, потому что пути изобр$- 
тенля слишкомъ различны въ этихъ двухъ способахъ. Прибавимъ къ 
этому, Что сочинене Ле-Нуавра содержить еще открыт1е, котораго 
н%тъ въ сочинении Де-Лагира и которое не было замфчено авторомъ 
статьи /оиги 4ез Зазатз; тамъ находимъ именно другой способъ 
образован1я этихъ фигуръ, основанный на ихъ метрическихъ соотно- 
шен!яхь; способъ этотъ могъ бы повести Ле-Пуавра въ весьма важ- 
нымъ слЗдетв1ямъ, если бы авторъ развилъ далфе свою счастливую 
МЫСЛЬ. 

Лейпцитск\й журналъ отзывается очень благосклонно о сочиненли 
Ле-Пуавра; тамъ говорится: ‹М№ ой зойит ига раисаз радеНаз рйта- 
7343 зесНопит, сотлсатит ртортейез тата Гасййме ас регзреиище 
ерИсой; зе ищег еаз диодие аЙаиой рторопй сищеа ратит содп йа», 
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кущей плоскости на плоскости основавя конуса и другую 
прямую, параллельную этому слду и получаемую отъ пере- 
сфчена плоскости освован1я съ плоскостю, проходящею че- 
резъ вершину конуса и параллельною плоскости с чения. Эти 
дв прамыя и вершина конуса вполнЪ опред$ляютъ положе- 
ве плоскости сЪчен1я и потому онз должвы быть тремя 
данными, достаточными также и для построемя кривой пе- 
рееБчен1я конуса съ плоскостью, еели только такая кривая 
дВйствительно существуетъ. 

Но легко видЪть, что это построете будетъ выполнено 
сл5дующимъ образомъ: черезь точку М круга основаня, на- 
зываемаго образующимь круломз (сете депетщеит), прове- 
демъ какую-нибудь сЪкущую, которая встр$титея со с45д0мз 
плоскости с$чен1я и съ лин1ею ему параллельной въ двухъ 
точкахъ; соединимт вторую точку съ вершиною © конуса 
прямою лишею и кь этой прямой проведемъ пзраллельную 
черезъ первую точку. Эта параллельная очевидно будетъ ле- 
жать въ плоскости сфченя и ветрЪтитея ©еъ образующей 
БМ конуса въ точк$ М, принадлежащей пскомой крсвой. 
Для всякой другой точки образуюиийо круза получимъ дру- 
гую точку кривой сЗченля. 

Это построен1е совершенно общее; оно существует», ка- 
ково бы ни было положене точки 5 въ пространетв$; оно 
примфнимо и къ тому случаю, когда эта точка находится 
въ плоскости круга, когда слЪдовательно нЪтъ болфе ко- 
нуса. Кривая, образуемая точкой, и въ этомъ блучаЪ будеть 
коническое сЗчеше “°) 


*:) Чтобы убфдиться въ этомъ, проложимъ кривую, которую мы по- 
строили въ пространств, на плоскость круга со вефми лишями, слу- 
Жившими для построен1я. Въ проложени получимъ кривую и прямня, 
служания именно для ея построен1я, точно также какъ прамыя въ про- 
странств$ служили для построен!я сфчен1я конуса; другими словами, 
построен1е кривой въ проложен1и будетъ совершенно сходно съ по- 
строенемъ кривой въ пространств; если при этомъ возьмемъ проэкти- 
рующйя лини перпендикулярныя, къ сл$ду плоскости с$чен1я на пло- 
скости основан1я и одинаково наклоненныя къ этимъ двумъ плоско- 
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Такимъ образомъ построеше Ле-Пуавра прилагается къ 
образован!ю коническихь с$ченй какъ въ плоскости, такъ и 
въ пространствЗ. Въ случаЪ плоскости это построеше, какъ 
мы видимъ, одинаково съ построенемъ Де-Лагира. Точка 5 
есть 70.4065, слЪдъ сЗкущей плоскости-—образующая, а ли- 
ня параллельная ему-——направляющая. 

32. Вообще въ геометрли есть два способа примЪнять къ 
длу рЬшен1я, полученныя теоретическимъ путемъ. Первый 
способъ состоитъ въ томъ, что искомыя точки етроятея по- 
средствомъ перес$ченая ливлй; второй — въ томъ, что эти 
точки опред$ляются помошю формулъ, которыя путемъ вы- 
числен!я приводатъ къ числовымъ результатамъ. Всегда по- 
лезно искать рзшене въ этихъ обоихъ видахъ, потому что 
каждый изъ нихъ знакомить съ свойствами фигуръ, которыя 
не указываются другимъ; вопросъ только тогда рЪшенъ окон- 
чательно, когда онъ изелЗдованъ 0 вс®хь сторонъ, когда 
открыты и обнаружены вс, какъ графическя, такъ и метри- 
ческ1я свойства, выраженныя указанными нами двумя ви- 
дами р5шенля. 

Изложенное нами построене коническаго сБченля въ про- 
странствЪ или на плоскости, принадлежитъ къ первому роду 
р»шенй. Чтобы превратить его въ числовую форму, срав- 
нимъ два подобные треугольника, им юще общую вершину 
въ ©; отеюда получимъ пропорцию между сторонами ихъ, 
прилежащими къ этой вершинЪ, Изъ этой пропорши най- 
дется разстояе точки М коническаго сЪЗчентя оть со- 
отв тствующей точки круга; это и будетъ искомая формула ““). 


стямъ, то въ проложен1и получится кривая совершенно одинаковая съ 
кривой сЪчен1я; слФдовательно это будетъ коническое сЪченуе. 

Отсюда же видно, что при распространен!и на чоническля сЗчевя 
свойствъ круга нужны одни и тЪ же доказательства, будемъ ли мы 
разсматривать коническое сЪчен1е въ плоскости круга, или въ про- 
странетв$. 

4%) За неизвфстное лучше принять разстоян!е точки ЛМ’ отъ 5; въ 
этомъ случаф формула естественным образомъ ведетъ къ различнымъ 
свойствамъ коническихъ сфченй, между прочимъ къ евойствамъ фоку- 
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33. Нельзя себЪ представить способа, который быль бы 
богаче и удобнЪфе способа Де-Лагира и Ле-Пуавра для от- 
коытя многочисленныхъ свойствъ коническихъ сБченй при 
помощи круга; но выгоды этого способа не должны были 
ограничиваться только этимъ частнымъ примфненемъ; спо- 
собъ этотъ имЪлъ лузшую участь впослЪдетв м, такъ какъ 
въ немъ, также какъ въ способ перспективы, заключалось 
общее средство для ”реобразованая на плоркости `однихъ 
фигуръ въ друг1я того же рода. 

Важность подобныхъ способовъ, составляющихъ одинЪъ изъ 
главныхъ отдфловъ новой геометрии, заставляетъь насъ вы- 
сказать еще нЪсколько соображенй о способЪ Де-Лагира и 
Ле-Пуавра, чтобы показать соотношенше его съ пр1емами пер- 
спективы, съ подобнымь же пр1емомъ, изобр$теннымъ почти 
въ то же время Ньютономъ, и съ многими другими способа- 
ми боле поздняго происхожден1я, о которыхъ мы будемъ 
говорить впосл$детрш. 

Въ способЪ, который употребляли Де-Лагиръ и Ле-Пуавръ 
для преобразованая круга въ коническое с$чене на плоско- 
сти, обнаруживается слБдующее отличительное свойство: 
всякой точкЪ и прямой, относящимся къ образующему кру- 
гу, соотв$тетвуеть точка и прамая относительно кониче- 
скаго сЪчен!я; и соотношен1я между положенями этихъ фи- 
гуръ таковы, что дв$ соотвьтственныя точки лежатъ все- 
гда на прямой, проходящей чрезъ постоянную точку 5, и 


совъ, 0 которыхъ авторъ не говоритъ ничего. Для этого достаточно 
помфетить точку 5 въ центръ образующаго круга. 

Посл$днее зам$чан1е касательно похожен1я точки 5 относится также 
и къ Трактатиу Де-Лагира, въ которомъ онъ доказываетъ свойства фоку- 
совъ, но не приходить къ этимъ точкамъ путемъ открытя, а предпо- 
латаетъ ихъ извфетными @ 771074, такъ какже и Аполловий въ «кониче- 
скихъ сЪчен1яхъ>. Помфщая 70люсь въ центр$ круга, но при какомъ 
угодно положения образующей и направляющей (лишь бы онф были парах- 
лельны между собою), мы получаемъ коническое с$чен1е, для котораго 
полюсъ служить фокусомъ: при этомъ различныя свойства круга непо- 
средственно приводятъ къ свойствамъ фокусовъ коническаго с$ченя. 
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дв соотвътетвенныя прямыя пересекаются всегда на по- 
стоянной оси, именно на прямой, которую мы назвали 0б- 
‚ разующей въ способЪ Де-Лагира и разематривали какъ слБдъ 
плоскости сЪчен!я въ способ$ Ле-Пуавра. 


Эти постоянныя точка 5 и ось, если ихъ разематривать 
какъ принадлежания къ кругу, соотвфтетвуютъ сами себЪ 
относительно коническаго сЪЗчен!я; такъ что онф играютъ 
одинаковую роль относительно той и другой кривой. 


Если изъ этой постоянной точки можно провести къ кру- 
гу двЪ касательныя, то онЪ будуть также касательными и 
къ коническому сЗчен1ю; если постоянная ось перес$каетъ 
кругь въ двухъ точкахъ, то черезъь эти же точки пройдетъ 
и коническое с$чене. 

Можно доказать также, что, если дв$ прямыя параллельны, 
то соотвЪтетвенныя ихъ пересекаются въ точк$ прямой, ко- 
торую мы назвали направляющей; такъ что каждой безко- 
нечно удаленной точкЪ одной фигуры соотв тетвуетъ на дру- 
той точка направляющей. Но такъ какъ прямой лини мо- 
жетъ соотвЪтетвовать только прамая же линя, то мы за- 
ключаемъ, что вс$ безконечно удаленныя точки плоскости 
должно разематривать, какъ расположенный на одной прямой. 

34. По веБмъ этимъ свойствамъ мы узнаемъ зомолозическая 
фигуры, теор1я которыхъ дана была въ первый разъ Понселе 
въ Туайе 4ез ртортзеез утозесйуез. Полюсъ 5 есть чентуз 
зомолоти, а образующая— ось зомолоим. 

Лица, привыкпия къ приложенямъ перспективы, узнаютъ 
также ‘въ этомъ преобразовани тЪ самыя фигуры, которыя 
чертятея на плоскости и должны быть одна перспективою 
другой. 

Такимъ образомъ, если будемъ разсматривать образующую 
(или 0сь зомолоии) какъ обийй прортъзз, направляюцщию какъ 
лийю юризонтальную, основаше перпендикуляра, опущен- 
наво изъ полюса (или центра зомолови) на направляющую— 
кавь точку зрънля; если потомъ для получешя точки раз- 
стоянй отложимъ на направляющей, начиная отъ точки 
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зрфн!я, отрфзокъ равный вышеупомянутому перпендикуляру, 
и если по этимъ даннымъ построимъ перспективу кониче- 
скаго сфчен1я, получаемаго по способу Де-Лагира, то нолу- 
чимъ ничто иное, какъ образующий кругъ. (См. Примфчане 
ХУШ). 


И такъ, общее построене коническихъ сЪчеюй на плос- 
кости, къ которому стремился Де-Лагиръ, собственно гово- 
ря, существовало уже съ давнихъ поръ, но оно не было ему 
извзстно, потому что ветр$Ъчалось только въ практическихъ 
приложен1яхъ перспективы и употреблялось только худож- 
никами. Весьма важная заслуга Де-Лагира состоитъ въ 
томъ, что онъ первый задумалъ воспользоваться этимъ пре- 
образованемъ фигуръ, какъ пособемъ для рацпональной гео- 
метри, съ цзлю переносить прямо свойства одной кривой 
въ плоскости на друпя кривыя. 


Способъ этоть былъ обобщетемъ двухъ другихъ преобра- 
зованй фигуръ. Первое изъ нихъ состоитъ въ томъ, что изъ 
постоянной точки проводятся ко ве$мъ точкамъ кривой ра- 
дусы, которые продолжаются въ постоянномъ отношении; 
ковцы продолженныхь такимъ образомъ радтусовъ лежатъ 
на другой кривой, подобной прежней и нодобно располо- 
женной относительно постоянной точки; второе преобразо- 
ван1е состоитъ въ томъ, что изъ всфхъ точекъ кривой про- 
водятся ординаты на постоянную ось и изм$няются въ дан- 
номъ отношени; концы ихъ принадлежать другой кривой 
одинаковой степени и одного рода съ данною кривою; при 
этомъ касательныя въ двухъ соотв тственныхь точкахъ 00$- 
ихъ кривыхъ пересзкаются на постоянной оси. Этимъ спо- 
собомъ Стевинъ, Григорий С. Вивцентъ и еще прежде ихъ 
знаменитый живописецъ Альбертъ Дюреръ получали эллипсъ 
посрецствомъ круга. Оба эти епособа преобразован1я полу- 
чаются изъ способа Де-Лагира, если предположимъ въ пер- 
вомъ случаЪ слБдъ и направляющую, а во второмъ случа 
точку ©—на безконечномъ разстоянии. 

Въ сочинении о кривыхъ ливмяхъ извЪстнаго геометра Джо- 
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на Лесли ‘:) находимъ построеше коническихь сЪченй по- 
©редствомъ пересЪченя двухъ прямыхъ, вращающихся около 
двухъ неподвижныхъ полюсовъ; это построен1е также при- 
водится къ построеню Де-Лагира. Лесли получилъ его при 
помощи перспективы, но не пользовался имъ; какъ Де-Ла- 
гиръ и Ле-Пуавръ, для доказательства свойствъ коническихь 
сфченй. 

35. Ньютонъ (1642—1727). Въ то самое время, когда 
Де-Лагиръ нашелъ сепособъ образовамя коническихъ сЪче- 
ый помопию круга, Вьютонъ изобр$ль способъ подобнаго 
же рода, имфвшай цфлю производить на плоскости тавя 
преобразован1я фигуръ, чтобы точкамъ соотв тствовали точ- 
ки, прямымъ лин1ямъ-—прямыя же лиши и чтобы нфкоторыя 
прамыя, сходашияся въ одной точкф, обращались въ парал- 
лельныя. Этотъь способъ предложенъ въ первой книг$ Рузя- 
с1рза, гд$ показано также, какъь при помощи его можно пре- 
вращать всякое коническое с$чене въ кругъ и такимъ обра- 
зомъ упрощать мног1я трудныя задачи. 

Велиюй геометръ показалъ чрезвычайно простое геометри- 
ческое построене и даль столь же простое аналитическое 
выражен!е для своихъ преобразованныхъ фигуръ; но онъ не 
указалъ пути, который привелъ его къ этому способу пре- 
образован1я; можетъ быть по этой причинЪ его способъ мало 
быль разработанъ впослдетви; потому что нашъ умъ всегда 
испытываеть н$которое затруднен1е и устраняется отъ та- 
кихь предметовъ, въ которыхъ хотя и встр$чаетъ достаточно 
очевидности для убЪжден1я, но не видить ничего, что уяс- 
нЯл0 бы и показывало причины самаго существованя пред- 
мета. Намъ любопытно было еравнить способы Ньютона и 
Де-Лагира, узнать особенности, которыми они характери- 
зуютея, и вайти поводы предпочесть одинъ способъ друго- 
му; чрезъ это мы надЪялись отыскать нить, руководившую 
Ньютономъ. Мы обнаружили, что фигуры у Ньютона т%же, 
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как у Де-Латира, но разм$щени различнымъ образомъ одна 
относительно другой; ихъ также можно получить посред- 
ствомъ перспективы, совмфщая посл$ этого въ одной пло- 
скости, но и это инымъ образомъ, ч$мъ въ способЪ Де-Ла- 
гира. Оказывается, что способъ Ньютона представляелъ дЪй- 
ствительно одинъ изъ пр1емовь перспективы, указанный н%- 
сколькими писателями, изъ которыхъ назовемъ У1епае, 51- 
110241, Ро220. (См. ПримЪч. ХХ). 


36. Намъ было бы легко показать, каюмя громадныя сред- 
ства могли бы извлечь геометры изъ сказанныхъ способовъ 
преобразован1я кривыхъ лин на плоскости еще полтора вЪ- 
ка тому назадъ, если бы роковое и несправедливое преду- 
ОЪжден!е не изгнало этихъ способовъ изъ области чистой 
геометр1и. Достаточно уже сказаннаго нами о томъ, что спо- 
собъ Де-Лагира, по преимуществу, приводилъ къ тБыъ же 
преобразеватямъ и къ той же ц$ли, какъ и прекрасная тео- 
рая зомолотическиль филурз, изъ которой Понселе извлекъ 
столь многочисленные и замЗчательвые результаты. Притомъ 
способъ Де-Лагира, также какъ и Ньютона, есть простой 
выводъ изъ нашего общаго принципа зомозрафическалою пре- 
образованля (дерюттайот фтютодтгаюидие) и намъ пришлось 
бы повторять два раза одно и тоже, если бы мы стали рас- 
проетраняться здЗеь о приложеняхъ этого принципа. 


37. Оканчивая историческй обзоръ первыхъ способовъ 
преобразованя кривыхъ лин, зам$тимъ, что тоть остро- 
умный путь, которымъ Ле-Пуавръ дошелъ до своего пре- 
образован1я, также заслуживаетъ вниман!я геометровъ; онъ 
основывается на идез, заключающей въ себЪ ц$лую начер- 
тсительную чеометрио, т.-е. графическое изображене ка 
плоскости тЪлъ, расположенныхъ въ пространствз. Эта идея 
въ приложеняхъ перспективы выражается т$мъ, что плос- 
кость, помБщенная въ пространствЪ, обозначается на кар- 
тинль (ва 0]еза) двумя параллельными прямыми, изъ которыхъ 
одна есть с4%д5 самой плоскости, & другая—слЪфдъ плоско- 
сти параллельной, проведенной черезъ точку зр$н1я. Прямая 
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лин1я будетъ поэтому изображаться двумя точками, въ кото- 
рыхъ она сама и ей параллельная, проведенная черезь точку 
зр$н!я, пересЪкаютъ нлоскость картины. Итакъ мы имфемъ 
здфеь способъ всякое т$ло, данное въ пространствЪ, изо- 
бражать на плоскости, употребляя при этомъ только одну 
постоянную точку, взятую произвольно вн$ этой плоскости. 
Этотъ новый родъ начертательной чеометруи быль въ не- 
давнее время придуманъ и приведенъь въ исполнеме Кузи- 
нери, инженеромъ путей сообщен1я. Къ сочинен1ю этого гео- 
метра мы возвратимся, когда будемъ говорить о начертатель- 
ной геометрии Монжа. 


38. Аналитическая чеометузя треть измъренай. Труды 
геометровъ, о которыхь мы упомянули въ началБ третьей 
эпохи, какъ о двигателяхъ Декартовой геометри, относились 
вообще только кь геометр1и на плоскости. Однако знамени- 
тый философъ, понимая вею важность и могущество спосо- 
ба координатъ, не ограничилъ употреблене его только плос- 
кими кривыми, но показалъь прим$неше и къ теори 1ин%й 
двоякой кривизны. Для этого онъ изъ вефхъ точекъ какой 
нибудь кривой въ пространств опускалъь перпендикуляры 
на двЪ плоскости, наклоненныя другъ къ другу подъ пря- 
мымъ угломъ; основашя этихъ перпендикуляровъ образовали 
дв плоская кривыя, которыя онъ относилъ къ осямъ коор- 
динатъ, взятымъ въ каждой изъ плоскостей, при чемъ одну 
изъ осей бралъ по направленю лини перес$чен1я плоскостей. 

Это учеше о кривыхъ лишяхъ въ пространствЪ вело, какъ 
мы видимъ, къ систем трехъ координатъь и къ выражен!ю 
поверхности однимъ уравнен1емъ между этими координатами. 
Но изелЪдовав!я геометровъ долгое время ограничивались 
только плоскими кривыми и аналитическая геометр1я трехъ 
изм$рен! развилась не ранфе какъ черезъ полстол$т!е. 

Кажется, что Чаранъ (Рагепь, 1666—1716) въ 1700 го- 
ду въ первый разъ представилъь кривую поверхность урав- 
нен1емъ съ тремя перем$нными въ мемуарЪ, читанномъ. имъ 
въ Академи наукъ. 
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Мы должны упомянуть объ этомъ мемуарЪ, потому что 
въ немъ встр$5чается первое приложеше нашей системы ко- 
ординатъ въ пространств$ и притомъ къ вопросамъ весь- 
ма труднымъ; но мемуаръ этотъ написанъ довольно небре- 
но, какь и друпя сочинен1я того же геометра, весьма 
впрочемъ искуснаго и обладавшаго разнообразными свЪдЪ- 
нями. Здфсь находимъ мы уравненя сферы и касательной 
плоскости ея, опред$ленме наибольшить и наименьшихь ор- 
динатъ въ нЪкоторыхъ сЪчен1яхъ сферы; уравненя различ- 
ныхь поверхностей третьяго порядка и кривыхъ двоякой 
кривизны, проходящихь черезъ точки, соотвфтствуюпия наи- 
большим5 и наименьшимь ординатамъ, наконецъ построен!е 
точекъ перегиба для иЪкоторыхъ кривыхъ, проведенныхъ на 
поверхностахъ “°). 

ВпослЗдствш Иванъ Бернулли также выражалъ поверхности 
уравнен1ями между тремя координатами по поводу вопроса 
о кратчайшей лими между двумя точками на данной повер- 
хности. 

Клеро (1713—1765). Но только въ 1731 году Клеро 
(С]а1гаай) въ знаменитомъ сочинени Туайе 4ез соитдез & 40\- 
е сои’фите, которое онъ написалъ шестнадцати лЪтъ “), 


8) Пез аЙесЯотз Чез зирег_сез: 19 4е 1еигз р]апз бапоетз; 2° 4ез 
р1аз егап@8 её р]а$ рез дез зарегйеез её 4е 1епгз раз стапдз е% р]аз 
рез аЪ50|аз; 39 Чез соигрез 4и1 вочйепией оп сопйеппейе 1е5 рав 
&гап4; её раз рез 4ез вирегйеез; 4° 4ез соигБез Ча! зоцйеппепе оц 
сопйепиепв 1е5 1пЙех1опз дез зирег_се;.—См. второй томъ Е55а4$ @ 
Еесветсйез ае пафетойчиез её 4е опузщие Че Рагеп$; 3 тома ш—12°, 
второе изданле, 1713. 

‘') Клеро уже съ двЗнадцати лЪть сдфлался извфетенъ ученому м!ру 
своимъ мемуаромъ о четырехь геометрическихъ кривыхъ; мемуаръ этотъ 
нашли достойнымъ напечатать всл$дъ за мемуаромъ отца Ёлеро въ сбор- 
ник$ Берлинской Академ (М1зсеПапеа Вегойтепза, +. ТУ, 1734). 

Младпий братъ его, умерпий шестнадцати л$фтъ, обнаруживаль такой 
же ранн1Й талантъ; четырнадцати лфтъ онъ издалъ сочинен1е 7)%%етзез 
чиадтазитез сатсалтез, еричиез еЁ пуретвойдиез, къ которому присое- 
динено построене кубическихъ параболъ и различныхъ другихъ кри- 
выхъ посредствомъ непрерывнаго движеня. 
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изложиль въ первый разъ систематическимъ образомъ уче- 
ве о координатахъ въ пространств съ приложенемъ къ 
кривымъ поверхностямъ и лин1ямь двоякой кривизны, полу- 
чаемымъ оть ихъ пересЗченя. 

Вопросы о касательныхь къ такимъ кривымъ, о ихъ вы- 
прамлеши, о квадратур$ поверхностей, образуемыхъь ихъ ор- 
динатами р$фшены въ этомъ трактат$ съ изяшествомъ и 
простотою, уступающими теперешнимъ пр!емамъ только въ 
симметр!и формулъ, которая введена была Монжемъ въ Гла4е 
4е Раррисанов 4е РА1дёте & 1а Сеотейче. 

Назван1е „кривая двоякой кривизны“, которое Клеро при- 
нялъ, потому что такая кривая имъеть в5 одно время 
кривизну дву ея проэкизй, было употреблено въ первый разъ 
Пито (Риоф, 1695—1771) ‘°) въ мемуар о винтовой лини 
на поверхности прямаго круглаго цилиндра; мемуаръ этоть 
читанъ въ Академ!и наукъ въ 1724 году. 


Это небольшое сочинене, одобренное Парижскою Академею наукъ 
въ 1730 и напечатанное въ 1731 году, заслуживаетъ м$ета въ кабинет $ 
бибмографа радамъ съ 53а: роит 1ез сотаиез Паскаля и съ Десйег- 
сйез зиг 1ез соитфез & аоиМе соитфите старшаго брата Клеро. Рдкость 
книги еще болфе увеличиваетъ цфну этого любопытнаго литературнаго 
произведен!я, написаннаго четырнадцатилфтнимь геометромъ. 

‘“) Пито предложиль себф найти квадратуру кривой, которую прежде 
называли сотрадпе 4е 1а суфозае и которую Лейбницъ назвалъ впо- 
слфдетв1и лин1ею сизнусовъ, потому что ея абециссы равнялись бы си- 
нусамъ ординатъ, еслибы эти ординаты были согнуты по окружности 
круга. Пито нашель 10 что эта кривая получается изъ эллипса, обра- 
зуемаго при сфчеши прямаго круглаго цилиндра плоскост!ю, наклонен- 
ною къ оси подъ угломъ равнымъ половин прямаго (50°), если поверх- 
ность цилиндра будетъ развернута въ плоскость и 22 что кривая эта 
получается также отъ проложеня винтовой лини, начерченной на томъ 
же цилиндрЪ, на илоскость параллельную оси. 

Оба эти предложеня были впосл$детв!и доказаны въ разныхь сочи- 
нентяхъ. 

Кривая, объ которой мы говоримъ, разсматриваемая со стороны ея 
происхожден1я изъ эллипса при развертыван1и цилиндра, обратвла на 
себя вниман!е Шуберта, который нашелъея квадралуру и вынпрямлеше 
въ Петербургскихъь Мозга Аса, $. ХИП 1795 и 1796 г. 
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39. Говоря объ АрхитасЪ, Гемин$ и Папи5, мы имфли случай 
замфтить, что кривыя двоякой кривизны не были совершенно 
чужды наукЪф древнихъ. Съ тхь поръ и до времени Клеро, 
когда началась теор!я этихъ кривыхъ и значене ихъ въ 0б- 
ширной области свойствъ пространства, онф также встр5- 
чаютея въ сочинен1яхъ многихъ геометровъ. 

Въ дополнен1е къ истори этихъ кривыхъ предлагаемъ сл}- 
дующИй кратюый обзоръ въ хронологическомъ порядк5 обето- 
ятельствъ, при которыхъ онф встр$чаются. 

Въ 1530 году португалецьъ Новтусъ (1492—1577) и 
позднфе Урайтъ, Стевинъ и Снеллий, изел$довали 10ходготле— 
кривую двоякой кривизны на земномъ сфероидЪ. Эта кривая 
предетавляетъ путь корабля, направляющагося всегда въ одну 
сторону горизонта (въ одномъ румбЪ, или азимутЪ). Галлею. 
мы обязаны любопытнымъ свойствомъ этой кривой, именно, 
что она есть стереографическая проэкц1я логариемической 
спирали. 

Около 1630 года Роберваль въ Та 4ез зил ез раз- 
сматривалъ кривую двоякой кривизны, описываемую цирку- 
лемъ на поверхности прямаго круглаго цилиндра; онъ вы- 
велъ различныя свойства какъ этой кривой, такъ и той, ко- 
торая изъ нея получается посл развертываня цилиндра. 

Н%Фсеколько позднзе Ла-Луберъ (Га Гопёге, 1600— 
1664) изучаль также эту кривую и назвалъ ее уижло-цилин- 
дрической. 

Въ 1637 году Декартъ въ конц$ второй книги своей Гео- 
метри высказалъ н®сколько словъ о кривыхъ двоякой кри- 
визны вообще, не занимаясь ни одною изъ нихъ въ особен- 
ности; въ этихъ немногихъ словахъ заключалась вся теория 
этихъ кривыхъ “). 


Бюржа (Вита) въ Метохе зит 1ез сопподззапсез тайетаНаиез 
Ф.Аззюе замфчаетт, что Аристотель, этотъ глава философовъ древно- 
сти, также говорить объ этой кривой въ шестомъ вопрос десятаго от- 
дфла Проблемъ. | 

7) Декартъ показываетъ также построен1е нормалей къ лин1ямъ двоя- 
кой кривизны; но зд$сь онъ дфлаетъь ошибку; онъ полагаетъ, что нор- 
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Паскаль рёшилъ задачу о конической спирали— лин1и двоя- 
кой кривизны на прямомъ конусф. (Оеиогез Че Разсаф, +. У, 
р. 422). 

Курсье (Р. Сопгяег) въ сочинени Оризсийит 4е зес- 
попе зире’Нсез зрйаетесае рег зире"Ноет зрфаетсат, су- 
Нифзсат @дие сотсат, ес. ш—4‘, 1663, разсматривалъ 
почти исключительно кривыя двоякой кривизны; именно кри- 
выя, происходящ1я отъ перес$чен1я сферы съ круглымъ ци- 
линдромъ и конусомъ, & также отъ пересчен1я двухь по- 
слЗднихъ поверхностей при всевозможныхь относительныхъ 
положен1яхъ ихъ между собою. Хотя предметъ этого сочине- 
ня не представляетъь серьезныхъ трудностей, однако оно за- 
служивало бы большей извфетности, нежели какую имфетъ 
теперь °°). 

Предложенная Вивани въ 1692 году задача о томъ, какъ 
прор$зать въ полусферическомъ свод четыре окна съ тфмъ 
условемъ, чтобы можно было найти площадь остальной ча- 
сти свода, была ршена при помощи лин хвоякой криви- 
зны и дала поводъ Валлису, Лейбвицу и Бернулли раземат- 
ривать эти кривыя на сферз. 

Германъ (1678—1733), рёшая предложенный въ Лейп- 
цигскихь актахъ 1718 года вопросъ о распрямляемыхъ кри- 


мали къ двумъ плоскимъ кривымъ, именно къ проэкщямъ лини двоякой 
кривизны, сами будуть проэкцями нормали эгой кривой. Это можно 
сказать о касательныхъ, но не о нормалахъ. 

Какъ ни маловажна эта ошибка и какъ она ни чужда способу Де- 
картовой геометр1и, однако нельзя не удивляться, что она ускользнула 
отъ завистниковъ, & также и отъ поклонниковъ этого беземертнаго 
изобр$тен1я. особенно отъ Роберваля, который всеми силами, мучи- 
тельно, желалъь найти въ немъ какой нибудь недостатокъ. Мало того, 
Рабюэль въ своемъ Соттеприге доказалъ построен1е, указанное Декар- 
томъ. Надобно сказать, что въ этомъ воображаемомъ доказательствЪ 
онъ избавляетъ себя отъ ссылокъ на элементы Евклида, что дфлаетъ 
обыкновенно почти на каждой строчЕф. 

®) Фрезье (ЁРуегет) въ Тгайе 4е бвтвоютие разсматривалъ тЁже 
Еривыя, какъ и Вурсье; посл$дн!Й называлъ ихъ сигойедае; Фрезье же 
даль имъ назван1е фифучсаае (еп Готте а4е ие стеизе). 
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выхъ на сферф, пришелъ къ изслЗдованю сферической эпи- 
циклоиды, образуемой точкою поверхности вруглаго конуса, 
катящагося по плоскости и имфющаго вершину въ неподвиж- 
ной точкЪ. 

Въ 1728 году Гвидо Гранди (1671—1742) раземат- 
ривалъь на сфер двф кривыя двоякой кривизны, которыя онъ 
назваль клеллями (се1ез) и для которыхъ нашелъ квадралу- 
ры. Одна изъ этихъ кривыхъ есть просто перес$ чеше сферы 
съ винтовою поверхностью, ось которой проходитъ чрезь 
центръ сферы. 

Наконецъ явилось сочиненмн Клеро, положившее основа- 
н1е теорли ливй двоякой кривизны и съ тзхь поръ изслЗ- 
дованя этихъ кривыхъ значительно умножились. 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 


ЧЕТВЕРТАЯ ЭПОХА. 


1. Исчисленяе безконечно-малылхь. Черезъ пятьдесятъ лтъЪ 
посл» тото, какъ Декартъ издаль свою Геометую, появи- 
лось другое великое изобрзтене, подготовленное Ферматомъ 
и Барровомъ,—исчислене безконечно малыхъ Лейбница и 
Ньютова (въ 1684 и 1687 г.) 

Это величайшее открыте, зам$нившее собою съ неизм$- 
римымъ преимуществомъ способы Вавальери, Роберваля, 
Фермата, Григор1я С. Винцента въ вопросахъ о измфрени 
фитуръ и о тахипа и тиита, прилагалось притомъ съ та- 
кимъ необыкновеннымъ удобствомъ къ изученю важнЪйшихъ 
вопросовъ о явлемяхъ природы, что сдЪлалось почти исклю- 
чительно предметомъ соображен!й самыхъ знаменитыхъ ге- 
ометровъ. Съ этихъ поръ геометр1я древнихъ и прекрасные 
способы изучен1я коническихъ сЪченй Дезарга, Паскаля, 
Де-Лагира и Ле-Пуавра были оставлены безъ внимания. 

Изъ всЪхь великихъ произведенйй второй и ‘третьей эпо- 
хи одинъ только анализъ Декарта избфжалъ этой общей 
участи. И это потому, что онъ служилъ существевнымъ 
основанемъ для ученй Лейбница и Ньютона—ученй охва- 
тившихь с0бою всю область математическихъ наукъ. 

Впрочемъ, въ первое время, н$которые геометры и во 
глав$ ихъ Гюйгенсъ, хотя умфвпий оцфнить вс выгоды ана- 
лиза безконечно-малыхъ, затзмъ Маклоренъ, глубокомыслен- 
ный комментаторъ Грактата о флиюксзять, и самъ Ньютонъ— 
оставались вЗрны способу древнихъ и проникали въ самыя 
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глубовя тайны геометр1и, чтобы при ея только помощи р%- 
шать важнЪйппе и выспие вопросы физико-математическихъ 
наукъ. | 

ПослЪ того еще н%которые геометры, каковы Стевартъ и 
Ламбертъ, достойные продолжатели этихъ великихь людей, 
шли по ихъ слдамъ и разработывали ихъ методы. Но на- 
конецъ привлекательность новизны и могущество средствъ, 
представляемыхъ анализомъ безконечно-малыхъ, увлекли всЪ 
умы къ другимъ идеямъ и соображенямъ. Если иногда мож- 
но сказать, что геометрля Гюйгенса и Ньютона, положивъ 
начало нашимъ положительнымъ знан1ямъ, сдфлалась недо- 
статочна для продолженя ею созданнаго дла; то справед- 
ливо замфтитъ также, что она не имфла послфдователей; я 
не знаю, дФлались ли втечене трехъ четвертей стол т1я ка- 
к1я-нибудь новыя приложен!я этого метода; теперь же толь- 
ко по преданю и на вЪру, можетъ быть даже легкомыслен- 
но, говорятъ о безсими этого метода' и предЗлахъ, навсегда 
ограничивающихъ его приложения. 

2. Мы не можемъ представить здЪсь разбора вефхъ из- 
слЪдован названныхь нами великихъ геометровъ; такая за- 
дача не входитъ въ пред лы нашего сочинен1я и была бы выше 
нашихъ силъ. Мы упомянемъ только о т5хъ изелЪдован1яхъ, 
которыя относятся къ одному отд$лу геометр1и названному 
нами зеометрзей вида и положенля; это отдЪлъ, который по- 
лучилъ начало въ зеометрическомь анализъ древнихъ, по- 
томъ въ течене двухъ тысячъ лЪтъ развивался въ приложе- 
н1яхъ къ неистощимой теор1и коническихъь сЪченй и къ ко- 
торому наконецъь Декарть однимъ почеркомъ пера присоеди- 
нилъ безчисленное множество геометрическихь кривыхъ. 

Сперва мы представимъ кратюЙ очеркъ посл довательныхъ 
открытй въ области важнЪйшихъ свойствъ этихъ кривыхъ; 
а потомъ уже, возвратившись опять кь началу, будемъ го- 
ворить объ усифхахъ въ другихъ отдфлахъ геометрии. 

3. Общия свойства зеометрическихь кривых. Аналитиче- 
ская геометрля Декарта представляла обпий пруемъ, въ выс- 
шей степени приспособленный къ изучен1ю геометрическихъ 
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кривыхъ; этоть философъ самъ показалъ все могущество и 
‚ пользу его при ршени самыхъ разнообразныхъ вопросовъ. 
Но Ньютонъ и Маклоренъ первые приложили его къ изы- 
скан!ю общихъ и характеристическихъ свойствъ этого рода 
‘’кривыхъ лин, такъ что открытемъ первыхъ и важнЪйшихь 
‚ ИЗЪ этихъ свойствъ мы обязаны этимъ двумъ великимъ гео- 
метрамъ и знаменитому современнику ихь Вотесу. 

Ньютонъ въ своемъ сочинени ИЕнитегаво Ипеатит 
{7 отаииз (1706 г.), представляющемъ удивительный 06- 
разецъ высшей геометр1и, показалъь три ел$дующия свойства, 
предложенныя имъ какъ распространен!е главныхъ свойствъ 
коническихъ сЪченй ‘). 

Первое свойство относится къ заметрамз этихъ кривыхъ; 
оно состоитъ въ томъ, что, если ‘85 плоскости чеометриче- 
ской кривой будуть проведены съкуийя, параллельныя меж- 
ду с0б0ю, и на каждой изз нихь будетв взять центуюз сред- 
нихь разстоянй всъхь точекь перестченя ея 05 кривою, 
10 всъ эти центры будуть лежать на одной прямой ли- 
наи. Прямая эта называется дзаметромз кривой, соотвът- 
сопвующимз, или сопряженнымь, направлению ськущихь. 

Второе общее свойство относится къ асимптогамъ: если 
кривая имъеть столько асимптоть, сколько единииь вз 
степени ея уравненая, то для всякой сюкущей какозо уюд- 
но направленля центурз среднихз разстоянй точек пере- 
съчензя ея с5 асимптотами будеть тоть же, какз и то- 
чек5 пересъченая ся с5 кривою. 

Другими словами: сумма отртзковз, заключающуиихся меж- 
ду каждою вътевию кривой и ся асимптотою, будеть оди- 
накова по ту и дручую сторону дзаметра, сопряженналю 
съкущем. 

Наконець третье общее свойство заключается въ постоян- 
ств5 отнощен1я между произведевнями отр$зковъ, образуе- 
михъ на двухъ сЪкущихъ параллельныхъ двумъ неподвижнымъ 


1) Ргортмеющез зесНопилт сопеатит сотоейий сито зиремотить 
депегит. 
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осямъ. Это свойство можно выразить въ общемъ видЪ слф- 
дующимъ образомъ: если черезь какую нибудь точку вз пло- 
скости чеометрической кривой проведемь двъ съкчуиия, па- 
раллельныя двумз постояннымз осямз, то произведензя от- 
27%3ковз, заключающихся на этихь совущихь между точкою 
ит5 пересъченя между собою и между кривою, находятся 
в5 постоянномз отношении, 3дъ бы ни взята’ была эта 
точка. 


Легко видЪть, что эти три прекрасвыя свойства, принад- 
лежаня всфмъ геометрическимъ кривымъ, представляютъ 
обобщеше трехъ предложен! теорли коническихъ сЗчений. 


4. Главный предметъ сочинен1я Ньютона состоялъ въ пе- 
речислени лин, заключающихеся въ уравнении третьей сте- 
пени съ двумя перем$нными. Ньютонъ различилъ семьдесять 
два вида кривыхъ; Стирлингъ прибавилъ къ этому еще четыре. 


ПоелЪ этого перечисленая Ньютонъ даль сл$дующее кра- 
сивое и любопытное предложеше, распред5ляющее эти кри- 
выя на пять главныхъ обширныхъ класеовъ: «Цодобно тому, 
какъ кругъ, помфщенный противъ свфтящей точки, даетъ 
своею тфнью вс кривыя втораго порядка, — отъ т$ни 
пяти расходящихся параболъ получаются вс$ кривыя третья- 
го порядка». 

Сочинен1е оканчивается органическимъ образованемъ кони- 
ческихъ сЪченй посредствомъ лвухъ вращающихся около вер- 
шины, угловъ, дв$ стороны которыхъ перес$каются всегда 
на прямой лини, дв же друйя своимъ пересБченемъ обра- 
зуютъ коническое сЪчен1е; этотъ способъ образованя рас- 
пространенъ на кривыя третьей и четвертой степени, им$- 
юпия двойную точку. 

Жаль, что Ньютонъ ограничился изложенемъ этихъ пре- 
красныхъ открыт и не даль ии доказательствъ, ни указа- 
ый на тотъ методъ, которому онъ слЗдоваль. Черезъ нз- 
сколько лфтъ Стирлингъь пополнилъ этотъ недостатокъ, 'воз- 
становивъ съ необходимыми предварительными разъяснен1ями 
доказательства предложений Ньютона, относящихся къ пере- 
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числен!ю линШ третьяго порядка. Остальныя части сочине- 
н1я были доказаны впослфдетви различными геометрамм. 
Прекраснал теорема объ образовании всЪхъ кривыхъ треть- 
яго порядка посредствомъ тзни пяти расходящихся пара- 
болъ,—теорема, казавшаяся самою трудною,—была доказана 
`&леро °), Николемъ *, Мурдохомъ ‘) и чВакье 5). Но намъ 
кажется что аналитическя соображения, въ которыхь эти гео- 
метры почерпали достаточное подтверждене спрьведливо- 
сти Ньютоновой теоремы, не обнаруживаютъь ни сущности, 
ни происхожден1я ея. Поэтому отъ геометровъ, писавшихъ 
объ этомъ предметЪ, ускользнула другая подобная же тео- 
рема, находящаяся въ ближайшей связи съ теоремою Нью- 
тона и представляющая другой способъ образованя всфхъ 
кривыхъ чретьягогпорядка посредствомъ тЪни пяти изъ нихъ. 
Теорема эта состоитъ въ томъ, что между всъми кривыми 
третьяло порядка существует пять кривых, имющиль 
центрз °’) и эти кривыя свосю тьнью, брасаемою на 
плоскость, образуютз всъ остальниыя. 

Эта новая теорема и теорема Ньютона проистекаютъ изъ 
одного свойства точекъ перегиба, которое, по нашему мнЪ- 
ню, есть настоящее основан1е этихъ теоремъ и можеть быть 
полезно для чисто геометрической классификаци кривыхъ 
третьяго порядка, основанной на различи ихъ формъ. Свой- 
ство это мы изложимъ въ ПримЪчани ХХ. 

5. Маклоренъ (1698— 1746). Маклоренъ, вдохновен- 
ный прекрасными открытями Ньютона написалъ два сочине- 
ня великой важности о геометрическихъ кривыхъ. Въ пер- 
вомъ изъ нихъ, посвященномъ органическому образованю 


*) Метотез 4е Р.Асадетие 4ез зсдетсез, 1731. 

3) Тамъ же. 

$ Магдось. №Мешют (епе55 ситоагит рег итотаз, т—8°, Т.опа. 1746. 

') Рёге Тасамег. ЕЖететй @& регзрей а. Аррепасе, п—8°, Вошае, 
1755. 

‘) Это кривыя, помфщенныя въ перечислени 72-хъ видовъ Ньютона 
подъ п’по 27, 88, 59, 62, 72 и изображенныя на фигурахъ 37, 47, 67, 
ЗО и 81. 
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геометрическихъ кривыхъ '), авторъ даетъ различные спосо- 
бы черченя везхъ геометрическихь кривыхъ посредствомъ 
перес$чен1я сторонъ двухъ движущихся извфетнымъ 0брз- 
зомъ угловъ. ЗдЪсь доказательства, изложенныя по способу 
координатъ, не всегда представляютъ достаточно простоты; 
но другое сочиненте Маклорена Де йпеатит деотейчсагиш 
ртортеюйиз депегаЙфиз Гасафиз отличается необыкновен- 
нымъ изяществомъ и строгостю. 

Все это сочинене основывается на двухъ теоремахъ, за- 
ключающихъ въ се5$ два прекраеныя обшля свойства геоме- 
трическихъ кривыхъ. Первая есть теорема знаменитаго КоО- 
теса (1682 — 1716), которую другъ его ученый физикъ Р. 
Смитъ нашелъ въ его бумагахъ и сообщиль Маклорену. Те- 
орему эту можно выразить сл$дующимъ образомъ: 4% око- 
ло неподвижной точки будемз вращалиь съкущую ветру 
чающуюся с5 зеометрической кривой вз столькиль точкато 
А, Б,.... каковь ея порядок, и если в5 каждом положе- 
ни съкущей будем броть на ней такую точку М, чтобы 
обралиная величина разстояня ея отз неподвижной точки 
была средняя ариометическая между обратными величи- 
нами разстоянй точек А, Б,.... отз неподвижной точ- 
ки, то зеометрическимь мъстомь точки М будеть пря- 
мая линля. 

Отр$Ззокъ оть неподвижной точки до точки ЛМ Маклорелъ 
называетъ средним5 зармоническимь между отрЪзками отъ 
неподвижной точки до кривой *). Понселе назвалъь точку М 
центромъ среднихь зормоническить относительно неподвия:- 
ной точки и точекъ А, ВБ,....°). Этотъ же геометръ пока- 


7) деотейча отдатяса, зе аезстрйо Ипеатит ситоагит инлегза- 
#5, Ш — 40 1719. 

8) Маклоренъ говорить, что количество есть среднее зармоническое 
между нЪсколькими другими, когда обратная величина его есть средняя 
ариеметическая между обратными величинами этихъ количествъ (Тгайе 
4ез соитФез дботей“чдиез, 8 28). 

9) Иетодге зи" 1е3 сещтез 4ез тоуептез пагттоплаиез. Курналь Крел- 
ля, томъ Ш. . 
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залъ, 410, если неполвижная точка находится въ безконечко- 
сти, то точка Л дБлаетея центромъ среднихъ разстоявй 
точекъ 4, Б,...; отсюда слЪдустъ, что теорема Котеса есть 
обобщеше теоремы Ньютопа о дзаметрахь кривыхъ лин. 

Вторая теорема, ‘употребляемая Маклореномъ и найденная 
имъ самимъ, есть слфдующая: 


Черезь неподвижную точку в5 плоскости зеометрической 
кривой проводимь съкущиую, встръчающуюся с5 кривою во 
столькить точках, каковь порядок ея; в5 этихь точкать 
проводим касательныя кз кривой; черезз туже неподвиж- 
ную точку проводимз наконеиь еще неподвижную прямую 
по произвольному направлению: отръзки на этой прямой, 
заключаюцисся между неподвижною точкою и всъми каса- 
тельными кривой таковы, что сумма обратных имз ве- 
личинь постоянна, каково бы ни было положенле первой 
съкущей. 


Сумма эта равна суммь обратныхь величин отртзковз, 
образующихся на той же неподвижной прямой между 
тою же точкою ц точками пересьчентя этой прямой сэ 
кривою. 

6. Вторая теорема представляеть важное обобщене тс- 
оремы Ньютона объ асимптотахъ; одна изъ этихъ тсоремъ 
переходить въ другую при перепектив5. 

Такимъ образомъ двЪ изъ трехъ Ньютоновыхъ теоремъ о 
геометрическихъь кривыхъ обобщены Котесомъ и Маклоре- 
номъ. Третья теорема, относящаяся къ отр$зкамъ между па- 
раллельными сзкущими, получила подобное же обобщене въ 
Оботейле 4е розйоп, гдЪ разсматриваются сЪЗкушаля, прохо- 
дяпия черезъ одну точку. Карно далъ даже еще боле шя- 
рокое и полезное обобщене этой теоремы, разематривая ее 
какъ частный случай прекраснаго общаго предложевя о ка- 
комъ-нибудь многоугольник$, проведенномъ въ плоскости гео- 
метрической кривой. 


7. Въ вышеприведенной теорем$ Маклоренъ разсматривалъ 


также случай. когда неподвижная точка. черезъ которую про- 
11* 
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водятся сЪкуц!я, находится на самой кривой, и при помощи 
свойствъ круга онъ превращалъ уравнене, выражающее те- 
орему, въ другое, содержащее хорду круга кривизны кри: 
вой въ неподвижной точкЪ. Этимъ путемъ онъ получилъ деЪ 
друмя теоремы, служивийя ему для построешя круга крн- 
визны и для дифференцальнаго выражения раллуса кри- 
ВИЗНЫ. 

Такое геометрическое построенше круга кривизны прямо 
на чертежЪ, безъ помощи теор флюкай и даже безъ по- 
мощи Декартова анализа, оставалось, кажется, незам$ченнымъ 
въ сочинени Маклорена и мы не знаемъ, говорилось ли о 
немъ когда-нибудь. Мы думаемъ однако, что оно заслужи- 
ваетъ вниман!я, потому что до сихъ поръ задача эта счита- 
лась разр шимою не иначе какъ при пособи анализа. 


Маклоренъ предполагаеть изв$стнымъ направлене норма- 
ли въ той точкЪ, для которой опред$ляется кругъ кривизны. 
Удивительно, что ему не пришло на мысль построить и нор- 
маль путемъ чисто геометрическимъ, безь помощи анализа. 
Задача эта того же рода, какъ и задача о круг. кривизны, 
и даже проще ея. Мы нашли очень простое построеше той 
и другой, вытекающее изъ третьей теоремы Ньютона. Въ 
то время мы не знали еще, что построене круга кривизны 
уже существуетъь; р шевн1е наше впрочемъ совершенно отли- 
чается оть рёшенля Маклорена, потому что основывается на 
другомъ свойств$ геометрическихъ кривыхъ. 


8. Четыре общия теоремы, о которыхъ мы говорили, со- 
ставляютъ предметъ перваго отдЗла въ сочинени Маклоре- 
на. Въ двухъ другихъ отдфлахъ находятся приложешя этихъ 
теоремъ къ коническимъ сЪченямъ и кь кривымъ третьяго 
порядка. 

Во второмъ отд$л мы встозчаемъ различныя свойетва 
гармоническаго дЪленя сзкущихъь въ коническомъ сЗчени 
и теорему о вписанномъ четыреугольникВ (которую мы вы- 
вели изъ шестиугольника Паскаля), заключающую въ себЪ 
теор1ю полюсовъ. Теорема о шестиугольникЪ изложена здьсь 
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безт, доказательства, такъ какь Маклоренъ доказалъ ее раз- 
личными способами въ другомъ мЪст5.''). 

ОтдЪль тремй заключаетъ въ себ множество любопытныхъ 
свойствъ кривыхъ лин!й третьяго порядка. Слфдующее есть 
самое важное, изъ котораго выводится большая часть дру- 
гихъ свойствъ, относящихся къ точкамъ перегиба и двой- 
пымЪъ точкамЪъ; вотъ оно: 

Если четыре вершины и двъ точки пересъчентя проти- 
воположныхь сторонъ четыреулюльника лежать на кривой 
третьяло порядка, то касательныя проведенныя в проти- 
воположныхь вершинах будуть пересъкаться на той же 
кривой. 

Эту теорему Маклоренъ изложиль еще прежде въ Ттеа- 
зе ог Ниалотз (п° 401) и замфтилъ, что теорема о четы- 
реугольникЪ вписанномъ въ коническое сБчене есть ея ча- 
стный случай; въ этомъ нетрудно убЪдитьея, если будемъ 
разематривать коническое сЗчене въ совокупности съ пря- 
мою, соединяющею точки перес$чев1я противоположныхъ 
сторонъ четыреугольника, какъ кривую третьяго порздка. 

'Георему Паскаля можно также разсматривать, какъ сл$д- 
ств1е одного свойства кривыхъ третьяго порядка, болЪе обща- 
го, чьмъ свойство Маклорена, именно селЪдующаго: 

Если шесть вершин шестиллоюльника и двъ из5 трет 
точе»з пересъченая ео противоположных сторону лежать 
на кривой третьязо порядка, то третья точка перестьче- 
мя находится на той же кривой 1"). 


“) РАозорйле 'ГгапзасНотз, по 439; 1735; и Гтеойзе ор Нижюот$, 
10° 322, 623. 

11) Чтобы доказать эту теорему, достаточно разсматривать въ шести- 
угольник$ три стороны нечетнаго порядка, какъ кривую третьяго по- 
рядка, и стороны четнаго порядка, какъ другую кривую третьяго по- 
рядка. Черезъ девять точекъ перес$чен1я этихъ лий можно провести 
безчисленное множество кривыхъ третьяго порядка; во данная кривая 
проходитъ черезъ восемь изъ этихъ точекъ, а потому, на основан!и об- 
щаго свойства кривыхъ третьяго порядка, она проходитъ и черезъ де- 
ватую. 
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9. Существуеть еще отрывокъ изъ одного мемуара Макло- 
рена о теор1и кривыхъ лин, написавнаго имъ во Франции 
въ 1721 году въ вид дополнен1я къ сеотейча отдаиса; пе- 
чатан1е этого мемуара было начато, но онъ не былъ изданъ. 
Въ 1732 году упомянутый отрывокъ былъ переданъ Лондон- 
скому Королевскому Обществу и напечатанъ въ РАН о30- 
раса Ттапзасйотз 1735 года. Въ кемъ слЪдуетъ замЪфтить 
одну теорему, составляющую значительн®йшую его часть, 
именно: 

Если мнозоуюльникь, измъняемало вида, перемьшается 
таку, что всъ стороны ею проходять черезь дачиыя точ- 
ки, а вс® вершины, кромъ одной, движутся по чеометри- 
цескимь кривымз порядковз т, п, 9, 4,....; То свободная вер- 
шина описывает вообще кривую порядка Эттрд...; и по- 
рядка вдвое менъшалю ттрЧ..., козда всь данныя точки 
находятся на одной прямой. 


Если вс направлающя лин будуть прямыя, то кривая, 
описывается свободною вершиною многоугольника, будетъ 
коническое сЪчене; если вм$ето многоугольника возьмемъ 
греугольникъ, то теорема будетъ ничто иное, какъ шести- 
угольникь Паскаля. Для случая, когда одна изъ трехъ то- 
чекъ, черезъ которыя должны проходить етороны изм няю- 
щагося треугольника, находится въ безконечности, теорема 
эта была доказана еще Ньютономъ (лемма 20-я 1-й книги 
Ризтсила). Но Маклорену обязавы мы изложенемъ ся въ 
общемъ вилБ и тёмъ, что въ этомъ способЪ образовавя кри- 
выхь онъ \}смотрЪлъ прекрасную теорему Паскаля, которая 
вь то время была неизвЪстна, такъ какъ 5804 5и7 (68 с0- 
14иез, въ которомъ она изложена, было найдено старан1ями 
аббата Босею телько въ 1779 году "). 


1") Можетъ быть Маклорену, бывшему около 1721 года во Францш, и 
изв$етно было сочинеше Паскаля; но теорема о шестиугольник$ про- 
истекаетъ такъ естественно изъ способа образовавя коническихъ сЪ- 
чей помоцаю подвижнаго треугольника, что было бы удивительно, если 
бы она ускользнула отъ проницательности Маклорена, который глубоко 
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Впослфдетыи Маклорень прамо доказаль эту теорему для 
круга и отсюда, по способу перспективы, распространилъь 
ее на всЪ виды коническихь сЪченй. (См. Тгеайзе ог ПНи- 
207$, гл. ХТУ, гдЪ Маклоренъ доказываетъь важнЪйпия свой- 
ства эллипса, разсматривая его, какъ сБчене косаго цилин- 
дра съ круглымъ основан1емъ). 

10. Брайкенриджъ (ВгащкештАсе) быль достойнымъ 
соревнователемь Маклорена въ вопрос% объ образовании кри- 
выхъ всфхъ порядковъ и теор1я эта обязана ему многими 
основными предложен1ями, относящимися главнымъ образомъ 
къ образованю кривыхъ посредствомъ пересВчен1я прямыхъ, 
вращающихся около неподвижныхь полюсовъ; изслфдован1я 
его помфщены въ сочинении его: Ихегсйано Сеотейзае 4е 
дезсриопте Итеогит ситоатит (шт — 4‘, 1733) и въ мему- 
ар его, напечатанномъ въ Р/юозормсй ТгапзасНопз, 1735. 

Поел$ этого мног1е друте геометры съ усп$хомъ прила- 
тали Декартову геометрлю кь общей теори геометрическихъ 
кривыхъ. 

Николь (№с01е, 1683 — 1759), по примфру Стирлинга, 
доказавшаго предложен1я, только указанныя Ньютономъ въ 
Епитегайо ппеагит ти ог@тез, началъ также изъяснеше 
началъ, которыми могъ руководствоваться веливщй геометръ, 
и далъ доказательство важнаго и любопытнаго предложен!я объ 
образовани всЪхъ кривыхъ третьяго порядка посредствомъ 
тзни пяти расходящихся параболъ,— предложения, которое не 
было доказано Стирлингомь *°). 

Аббать Бражелонъ (Вгасе]осте, 1688 — 1744) первый 
доказалъ, еще въ 1708 году, `прекрасныя теоремы Ньютона 
объ органическомъ образован коническихъ сЪчен!й и кри- 
выхъ третьяго и четвертаго порядка, им5ющихъ двойныя то- 


вдумывался во все, относившееся къ образован!ю кривыхъ лин, какъ 
онъ говоритъ это самъ въ письм$, сообщенномъ Лондонскому Королев- 
скому Обществу 21 декабря 1732 года. (РАЧозорме Тгапзаснотз, 
1735). 

13) Методтез -ае Рг.Асадетае @ез зветсез, 1731. 
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чки 1‘); потомъ онъ предпринялъь перечислене и изсл$дова- 
г1е формъ и особенностей кривыхъ четвертаго порядка. Это-— 
работа громадная и трудная, которой только первыя части 
оыхди изданы: смерть автора лишила насъ остальныхъ ча- 
стей !°). 

Аббатъ Де-Гюа (Ое-Сиа, 1712—1786) въ превосходномъ 
сочинен1и подъ заглавемъ: Озадез 4е Рапаузе 4е Дезсатез 
(шт — 12°, 1740) показалъь способы опредЗлять касательныя, 
зеимптоты и особыя точки (кратныя, сопряженныя, точки пе- 
региба и возврата) въ кривыхъ веякаго порядка; онъ первый 
обнаружилъ, при помощи перспективы, что мног1я изъ этихъ 
точекъ могутъ находиться въ безконечности; это привело его 
къ объяснен1ю 4 17407 той любопытной аналоги, которая 
существуеть между различными видами такихъ точекъ и раз- 
личными видами безконечныхъ вЪтвей кривыхъ лин, какъ-то 
гиперболическими и параболическями; къ аналоги этой онъ 
еще прежде приведенъ быль анализомъ. 

Этотъ искусный геометръ имфлъ цфлию доказать, что въ 
большинств изыскав1й о геометрическихъ кривыхъ анализъ 
Декарта можеть быть употребяяемъ съ такимъ же успхомъ, 
какъ и дифференщальное исчислене. Онъ признавалъ поль- 
зу исчиеленля безконечно-малыхъ только въ р5ёшен1и задачь 
интегральнаго исчислетя и въ вопросахъ относительно кри- 
выхъ механическихъ. ДЪйствительно, это единственные во- 
просы, въ которыхъ нельзя обойтись безъ этого исчислен1я 
и только ихъ рашалъ Ньютонъ подобнымъ путемъ. 

Эйлеръ (1707 — 1783) въ Пигодисно т апщузт тй- 
нотит (2 уо]. шт — 4‘, 1748) изложиль общя начала ава- 
лятической теор1и геометрическихъ кривыхъ съ тою общно- 
сю и яеностшю, которыми отличаются сочиненя этого ве- 
ликаго геометра; распространяя подобныя же пзыскавя на 


1) Тоитпо 4ез бататз, 30 зебешЪге 1708. 

15) Первая часть этого перечислен1я напечатава въ Л{еогез 4е РАса- 
аетие @4ез зсдетсез 1730 и 1731 года, вторая же не была издана; разборъ 
ея находится въ Назюте ае РАсааетле роит 1732. 
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геометр1ю трехъ измБренй, онъ въ первый разъ изелЪдоваль 
уравнен1е съ тремя перем нными, заключающее въ себЪ ио- 
верхности втораго порядка. 

Въ то же самое время Крамеръ (1704 — 1752) издаль 
по этой обширной и важной отрасли геометр1и спешальное 
сочинен1е подъ заглавлемъ: ГууофисНой & Рапайузе 4ез 9- 
пез соитфез @дебуиез (т — 4°, 1750); это есть самое пол- 
ное сочинене, уважаемое и до сихъ поръ. 

Вскор$ посл этого явилось сочинене: 774446 4ез соитбез 
адебучиез (т — 12, 1756) Дю-Сежура и Гудена (Т:- 
0115 Чи Ббопг, 1734 — 1794; бопаш, 1734 — 1805), въ ко- 
торомъ ясво и точно рёшены, съ помощю одного только 
анализа Декарта, задачи объ особенностяхъ кривыхъ, о ихъ 
касательныхт, асимптотахъ, радлусахъ кривизны и пр. 

Гуденъ издаль еще другое сочинене: Туайе 4ез ртгортзе- 
{25 соттипез & ющез 1ез соитфез, имфющее предметомъ пре- 
образован1е координатъ въ уравнен1яхъ какихъ-нибудь кри- 
выхъ линй. Это рядъ формуль съ тремя и четырьмя пере- 
м$нными, изъ которыхъ каждая внражаетъь вообще особое 
свойство кривой лини *5). 

Упоманемъ еще. о Варинг® (\УМагшо, 1734 — 1798), ко- 
торый во многихъ сочинен1яхъ своихъ шелъ далфе своихъ 
предшественниковъ въ открытяхъ по теор1и кривыхъ дин *7). 

Вотъ, кажется, всЪ замфтныя усовершенствован1я въ те- 


16) ЗдЪеь находимъ, между прочимъ, сорокъ пять различныхъ уравне- 
в1Й эллицса, въ которыхъ за начало координатъ принимается центръ и 
фокусъ. 

Это интересное сочипене Гудена имЪло три излан1я; посл$днее въ 
1803 году; ко всфмъ изданямъ прибавлены: мемуаръ о солнечныхъ за- 
тмен1яхъ и статья объ алгебрапческихь кривыхъ; въ послфднемъ же 
издании кромЪ того мемуаръ объ употреблени эллипса въ тригонометрия. 

17) КромЪ многихъ—мемуаровъ напечатанныхь по ангИЙски въ Р//1о- 
зорйлс Ттапзасйо”з 1163 и 1791 года, Варингь написалъ о геометри- 
ческихъ кривыхъ два особые трактата: МззсеНапеа апамиса @4е аедча- 
Нотфиз @19ебталс1; её ситоатит рторпевйфиз, т — 49, 1762; и Рюо- 
ртмейщез деотесатит ситхатит, шт — 49, 1712. 
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орли кривыхъ лин, имфви1я источникомъ геометрию древ- 
нихъ и анализъ Декарта. 

11. Въ перодъ, о которомъ мы говоремъ, усп$хи по дру- 
гимъ отд$ламъ науки о пространствЪ были менЪе значитель- 
ны и не такъ удовлетворительны, какъ въ общей теорли гео- 
метрическихъ кривыхъ. Впрочемъ изелЗдован1я коническихъ 
с$чен!й продолжались и со стороны великихъ математиковь 
Галлея, Стеварта, Симсона и др. сдЪланы были усищя, что- 
бы возстановить и возбудить стремлен1е къ геометраи древ- 
цихь; ифкоторые частные вопросы были изелЗдуемы отъ вре- 
мени до времени знаменитыми аналистами Эйлеромъ, Лам- 
бертомъ, Лагранжемъ, Фуесомъ и др. въ тЪ немномя сво- 
бодныя мивуты, которыя имъ оставались отъ избранныхъ ими 
занят. Но труды эти, какъ намъ кажется, могли только 
поддерживать знане пр1емовъ древней геометрти, но не были 
способны породить новыя изслЪдовав!я; истинные усп%хи 
въ чистой геометрми начинаются не ранфе, какъ съ начала 
нын$шняго столЬтя. 

Геометуля в5 приложензи кз физическимь явленлямь. Но 
вт эту эпоху геометр1я получила особое значене, благодаря 
ея приложен!ямъ къ физическимъ явлевамъ и благодаря ве- 
ликимъ открытамъ, которыя при ея помощи едланы были 
въ систем$ мра Ньютономъ, Маклореномъ, Стевартомъ, Лам- 
бертомъ. Никогда прикладная зеометуая не имЪла такого 
блеска; кь сожал5н1ю это продолжалось недолго и мы дол- 
жны сознаться, что въ наше время эта наука почти совсЪмъ 
неизв стна: исчислене безконечно-малыхъ исключительно 
овлад$ло всфми вопросами, которые рёшалиеь при помощи 
геометра Ньютономъ и его учениками. 

12. Успьхи чистой зеометрти. Возвратимся къ геометр!и 
теоретической и попытаемся дать отчетъ о характер и раз- 
мфрахъ изелЪдован!й, способствовавшихъ ея развит1ю; для 
этого мы представимъ разборъ главвыхъ сочиневй геоме- 
тровъ, изучавшихъ эту науку или для нея самой, пли, чтобы 
пользоваться ею какъ пособемъ при изучен1и авленй при- 
роды. 
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Галлей (1656 — 1742). Зваменитый астрономъ Галлей, 
обладавпий обширными евфдЪн1ями и отличавпийся особенно 
глубокимъ знашемъ геометрли греческой школы, соорудиль 
превосходный памятникъ древней наукБ своими переводами 
важнфйшихъ сочинен1й древнихъ геометровъ, боле в5рными, 
чфмъ вс предшествовавите. Особенно замЗчательно вели- 
кол5пное издан1е коническихъ сЪчен1й Аполлон1я, гдЪ съ за- 
мфчательнымъ талантомъ возстановлена 8-я кпига, текстъ 
которой до сихъ поръ не быль еще найденъ. Продолжене 
составляютъ двф книги Серена о сЪчен1яхь конуса и ци- 
линдра. 

Галлею же мы обязаны переводомъ съ арабской рукописи 
неизв$стнаго до тзхъ поръ сочинен1я Де зесйопе тайут8 и 
возстановленемъ, на основан!и указамй Паппа, трактата Ое 
зеспопе 5ра. 

Предметъ этихъ двухъ сочинеюшй состоялъ, какъ извЪетно, 
въ проведен! черезъ точку, взятую внЪ двухъ лин, такой 
сЪкущей, которая на этихъ прямыхъ, начиная отъ двухъ по- 
стоянныхь точекъ, образовала бы отрЪзки, имфюще въ пер- 
вомъ случаЪ данное отношене, а во второмъ— данное про- 
изведен!е. 

Каждый изъ этихъ вопроеовъ допускаетъ вообще два ръ- 
шен1я и слЪдовательно въ анализ приводилея бы къ урав- 
нен1ю второй степени. Интересяо видЪть, съ какимъ иску- 
ствомъ Аполлов1й р%шаетъ первый вопросъ помошпю сред- 
ней пропорц1ональной. Его геометричесмя соображеная со- 
огв$тетвуютъ дЪфйствнамъ, которыя мы употребили бы для 
уничтожен1я втораго члена въ квадратномъ уравнении. 

Ньютонъ, питавиий уважене къ геометрти древнихъ, 06о- 
бенно отличалъ этотъ трактать Аполлоня. „Я слышалъ не 
разъ, говоритъ ученый Пембертонъ,**) что онъ одобрялъ на- 
у$ревне Гуго Омерика возстановить древшй анализъ и чрез- 


18) Узею о{ за" 1заасе Мешютз риЙозорйу, шт — 45, 1728; переведено 
на франпузскАй азыкъ въ 1755 тоду подъ заглавемь: етеиз 4е 1 
риЧозорме Мендотетте. 
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вычайно хвалилъ книгу Аполлон! Де зесйопе тата, —кни- 
гу, которая болфе веБхъ творенй древности раскрываеть 
передъ нами сущность этого анализа“. 

Переводъ Галлея обогащенъь многими примЪчашями; въ 
нихъ даны обпая и изящнныя построен1я, обнимающя собою 
большинство частныхъ случаевъ задачи, разсматриваемыхъ 
Аполлон1емъ отдЪльно и весьма подробно, такъ какъ они 
им$ли назначене служить формулами, которыя всяюй гео- 
метръ долженъ былъ им$ть полдъ руками при рьшеши за- 
дачъ. Изъ одного примЪчан1я видно, что самый обний случай 
приводится съ проведеню черезъ данную точку двухъ ка- 
сательныхъ къ парабол$, опредЪлземой вполн$ поередствомъ 
данныхъ вопроса. Это счастливое замЪчан1е даетъ средство 
для яенаго и простаго изелЗдованя всЪхъ частныхъ случа- 
евъ задачи; оно привело Газлея къ различнымь свойствамъ 
касательныхъ къ параболЪ, между прочимъ къ сл$дующему: 
Если около параболы описань четыреуюльникь, то всякая 
касательная дълитз противоположныя стороны ело на ча- 
сти пропорийональныя. ВеЪ подобныя предложен1я суть 
только частные случаи одного общаго предложеня, вазван- 
наго нами амармоническимь свойствомъ касательныхь ко- 
ническаго сЪченя. (См. Прим чате ХУ]). 


Галлей не зналъ ни слова по арабски, когда любовь къ 
геометр!а заставила его предпринять переводъ рукописи ае 
зесбопте та%0тлз. Въ предислов!и онъ разсказываеть истор!ю 
этой рукописи, остававшейся въ течени многихъ лётъ за- 
бытою въ Бодлейенской библлотекЪ. Онъ сожалетъ объ утра- 
т множества другихъ сочинен1й греческой школы и не со- 
мн%вается, что мног1я изъ нихъ могли бы еще быть найдены, 
если бы съ большимъ старашемъ позаботились объ эгомт. 
По этому поводу онъ обращается съ мольбою ко всЪмъ уче- 
нымЪъ, которымъ доступне библотеки, обладающия рукопи- 
сями. Мы считаемъ долгомъ привести здЪеь эти мысли п 
желан1я знаменитаго Галлея, которыя должны имЪть важное 
значен1е въ глазахъ всЪхъ просвЪщенныхъ людей, им ющихь 
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возможность какимъ бы то ни было образомъ принести поль- 
зу математическимъ наукамъ. 

Галлеемъь было приготоглено издане сферики Менелая въ, 
трехъ книгахъ, свфренное съ еврейскою рукописью. Но оно 
появилось только въ 1758 году, благодаря старан1ямъ друга 
Галлея доктора ВКоестарда, автора истор1и астрономии. 

Съ глубокимъ знашемъ геометруи древнихъ Галлей соеди- 
нялъ полное пониман!е способа Декарта. Онъ пользовался 
имъ преимущественно для усовершенствовавзя прлемовъ по- 
строен1я уравнен1й третьей и четвертой степени, употребляя 
для этой цфли какую нибудь данную параболу и кругъ '°). 

Его издашя сочинен!й Аполлон!з, Серена и Менелая весь- 
ма высоко цФнятся любителями геометрии *°); ихъ однихъ 
было бы достаточно, чтобы дать Галлею почетное м$ето въ 
ряду ученыхъ, способетвовавшихъ развит1ю математическихъ 
наукъ, если бы труды по астрономши безъ того не ставили 
его на ряду съ знаменитЪйшими людьми той эпохи: Доми- 
никомъ Кассини, Гюйгенсомъ и Ньютономъ. 

13. Хотя Ньютонъ и Маклоренъ, о прекраеныхъ изыска- 
вяхъ которыхъ въ теор1и геометрическихь кривыхъ мы уже 
говорили, не писали особо о геометраи древнихъ, однако они 
такъ высоко цфнили способы древнихъ, что почти исключи- 
тельно употребляли ихъ въ своихъ физико-математическихъ 
изслфдованяхъ. Поэтому мы должны бросить еще взглядъ на 
сочинен1я этихъ геометровъ. 

Изъ трудовъ Ньютона мы остановимея на 47 ЁЙитейса 
ипиетз 15 и на его большомъ сочинени Руса. 

Ат тейса итачетзаЙйз есть превосходный образецъ при- 
ложен1я способа Декарта къ р5шеню геометрическихь во- 
просовъ и къ построеню корней уравнений; здЪсь находитея 


17) РуЧозорсаТ Ттатзаснопз, 1687, пб 188. 

37) Вс эти сочинен!я очень р$дки, въ особенности трактатъ Де 3е- 
сНопе таНотлз; это до сихъ поръ единственная книга, въ которой мо- 
жно найти, вмфстЪ съ переводомт болЪе точнымъ, ч$мъ переводъ Вом- 
мандина, полный греческЙ текетъ предислов1я къ 7-й книг „Мате- 
матическио Собраня“ Паппа. 
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множество разнообразныхь предложенй, относящихся ко 
вс5мъ отдфламъ математики. Это сочинеше въ наше время 
читаютъь слишкомъ мало, забывая вЪроятно, что знаменитый 
авторъ, излагая здЪеь свои лекцш, читанныя въ Вембридж- 
скомъ университет$, считалъ это сочинен1е способнымъ озна- 
комить его слушателей съ наукой и со все$ми знанями, нс- 
обходимыми для геометра. 

14. Первая книга Руисижа содержитъ множество различ- 
ныхъ предложен! чистой геометрли. Особенно замЪчатель- 
ны прекрасныя свойства коническихъ с$ченй и задачи о 
построети этихъ кривыхъ по даннымъ точкамъ и касатель- 
нымъ, или также по давному при этомъ фокусу. Подобныя 
изыскан!я были въ то время по большей части новы; они 
служили Ньютону ветуплентемъ къ объясненмю всфхъ небе- 
сныхъ явлен1 изъ его закона всеобщаго тяготфн1я и къ вы- 
воду а 1071073 и вычисленю при помощи этого единственна- 
го начала движен1я веЪхъ небесныхъь тЪфлъ. Этимъ Ньютонъ 
оказалъ величайшую почесть изел$дованямъ древнихъ гео- 
мегровъ о коническихъ сЪченяхъ, посл того, какъ Кеплеръ 
изъ нихъ же почерпнуль открыт!е истинной формы планет- 
ныхъ орбитъ. 

Въ настоящее время почти совсЪмъ не употребляются гео- 
метрическя предложеня и многочисленныя свойства кони- 
ческихъ сЪ$ченй, которыя необходимы для изелфдованя во- 
просовъ о систем$ ма по способу Ньютона; этимъ объ- 
яеняется, почему такой способъ, независимо отъ выгодъ, 
представляемыхь способомъ аналитическимъ, теперь остав- 
ленъ и почему его считаютъ долгимъ и труднымъ и не ожи- 
даютъ отъ него ничего, или почти ничего, въ будущемъ. Та- 
кое мне усиливается съ каждымъ днемъ, потому что ана 
лизъ, которымъ всЪ занимаются исключительно, дЪлаетъ по- 
стоянные успЪхи и вм$ств съ т$мъь упрощаютея и совер- 
шенствуются болБе и болЗе тЪ первые аналитичеесюе пруемы, 
которые зам$нили собою способъ Ньютона. ПослВдый же, 
оставленный безъ разработки, остается въ томъ же состояни, 
въ какомъ онъ вышелъ изъ рукъ своего знаменитаго автора. 
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Й когда эти способы сравнивають между собою, никто не 
указываютъ на первоначальныя попытки аналистовъ, когда 
прекрасные выводы Ньютона превращены были сначала въ 
тяжелый и неизящный анализъ, совершенствовавпийсея по- 
томъ съ каждымъ днемъ, благодаря постояннымъ усилямтъ 
знаменит йшихъ геометровъ. Отчего же при этомъ не при- 
нимаютъ по крайней мёр$ въ соображен!с тЪхъ усовершен- 
ствован1й, которыя могли бы быть сдфланы въ геометриче- 
скомъ способф, дающемъ иногда таве наглядные результаты, 
если бы только онъ не былъ совершенно оставленъ? 

Внимательный разборъ различныхъ предложен!й чистой 
геометр1и, употребляемыхъ въ Руиса Ньютона, даетъ намъ 
поня1е о томъ, каковы бы могли быть эти усовершенетво- 
ван1я. Такъ мы узнаемъ, что эти предложен!я, кажупияея со- 
вершенно различными и доказываемыя каждое особымъ спо- 
собомъ, могутъ быть приведены къ двумъ, или тремъ глав- 
нымъ свойствамъ коническихъ сЗчен, пзъ которыхъ они 
проистекаютъ, какъ частные случаи, или простыя сл$детиля. 
такимъ образомъ теперь новый комментарй къ Руисйма 
Ньютона, составленный въ дух и со средствами новой т6- 
ометри, сократилъь и упростилъ бы въ высшей степени зте- 
н1е этого беземертнаго сочиненя. 

15. Покажемъ теперь, что предложеютя Ньютона могутъ, 
какъ мы сказали, быть выведены только изъ двухъ, или трехфъ, 
боле общихъ свойствь коническихъ сЪ%ченй. 

Въ предложен1яхъ 19, 20 и 21 р$шены вс задачи о по- 
строен коническаго сЪченя, им$ющаго данный фокуеъ и 
касающагося данныхъ прямыхъ, или проходящаго черезъ дан- 
ныя точки. Но р5шеше всзхъ подобныхъ вопросовъ непо- 
средственно приводится теперь къ такимъ же вопросамъ о 
кругЪ, удовлетворяющемъ тремъ уелов1ямъ, посредетвомъ или 
теор1и гомологическихъ фигуръ, какъ это показалъь Понселе, 
или посредствомъ поляръ, какъ это указано нами. (4770$ 
ф-тафетайдиез, +. ХУШ.) 

'Леммы 17, 18 и 19 предетавляютъ свойство четыреуголь- 
вика, вписаннаго въ коническое сЪчене, или теорему древ- 
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нихъ 04 (ииот @теаз. Мы показали, что эта теорема чрез- 
вычайно легко выводится изъ предложен1я, названнаго нами 
анлармоническимь свойствомь точекъ коническаго сЗчения. 
Свойство же это доказывается съ совершенною очевидност!ю 
безь помощи всякаго другаго свойства коническихь сЗченй. 
(См. ПримЗчане ХУ). 


Леммы 20 и 21 имЪфютъ предметомъ образоване кониче- 
скихъ сЪчен посредетвомъ перес$ченля двухъ прамыхъ, 
вращающихся около неподвижныхъь полюсовъ. 

Въ первой изъ этихъ леммъ вращающйяея прямыя прово- 
дятся черезъ точки пересЪчев1я параллельныхь сфкущихъ 
съ двумя неподвижными прямыми. Объ этой теорем% мы упо- 
минали, говоря о Де-ВиттЪ, и указали частный случай ея въ 
сочинении Вавальери. 


Если бы сЪкушия не были параллельны, а проходили бы 
черезъ одну точку, то получалась бы во всей общности те- 
орема Маклорена и Брайкенриджа; мы вид$ли, что она, изло- 
женная въ иной формЪ, ведетъ къ теорем Паскаля о ше- 
стиугольник$; въ Прим$чани ХУ показано, что она непо- 
средственно выводится изъ ангармоническаго свойства точекъ 
коническаго с$чен1я. 


Въ 21 лемм$ вращаюцщ!яся прямыя суть стороны двухъ 
постоянныхъ по величин$ угловъ, друг1я стороны которыхъ 
пересзкаются на неизм$няемой прямой. Этотъ споеобъ орга- 
ническаго образован1я коническихъ сЗченй изложенъ Ньюто- 
номъ также въ Ёиутегайо Ипеагит Чет от@тл8 и въ 
Ат йтейса иплуетзаз. Мы показали уже (въ томъ же При- 
м$чан1и), что этотъ способъ образован1я, который доказывал- 
ся всегда довольно длиннымъ путемъ, выводится необыкно- 
венно легко, подобно предыдущему, изъ того же ангармони- 
ческаго свойства. 

Леммы 23, 24 и 25 съ ихъ елЪдетв1ями представляютъ 
частные случаи общаго свойства четыреугольника, описан- 
наго около коническато сЪчен1я,—свойства сходнаго съ об- 
щимъ свойствомъ вписаннаго четыреугольника и названнаго 
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Нами анармоническимь свойствомз касательныхь кониче- 
скаго сфчен1я. (См Прим$чаше ХУТ.) 

3-е слёдств1е 25-Й леммы предстагляеть елздующее пре- 
красное предложение, которое было потомъ доказано разнь- 
ми способами: «во всякомъ четыреугольник®, описанномъ 
около коническаго сЪфчен1я, прямая проведенная черезъ сре- 
дины д1агоналей, проходитъ черезъ центръ кривой>. 

Многя предложен1я относятся къ задач о построении ко- 
ническаго с$чев1я по даннымъ пяти услов1ямт, именно по 
даннымъ точкамъ и касательнымъ. ВеЪ подобвые вопросы, 
какъ известно, р-шаются теперь очень просто. 


Лемма 22 служитъ къ преобразован1ю однихъ фигуръ въ 
друг1я того же рода. Въ селВдующихъ предложешяхъ Ньютонъ 
ею пользуетея для превращеня прямыхъ, проходащихъ черезъ 
одну точку, въ прямыя параллельныя между собою съ цфлю 
облегчить рфшен1е н%которыхъ вопросовЪ. Въ третьей эпох% 
мы говорили объ этомъ пр1ем$ и показали тамъ, что онъ 
есть ни что иное, какъ одинъ изъ способовъ перспективы. 
Намъ кажется, что замфчане это можеть облегчить пони- 
ман1е этого прлема. 


16. Во всЪхъ предварительныхь предложеняхъь и ихъ 
слЪдетвяхъ Ньютонъ ограничиваль свои изысканя только 
т$мъ, что ему было р$шительно необходимо для его вели- 
каго предпр!ятя. Но изъ самой сущности его предложевй 
видно, что еслибы онъ имЪлъ въ виду развите и усовер- 
шенствован!е теор1и коническихъ сЗченй, то эти прелложе- 
н12 привели бы его безъ труда къ естественному обобщен!1ю 
полученныхъ уже имъ результатовъ, т.-е. къ боле общимъ 
свойствамъ коническихъ сВчений. 

Оть него не ускользнуло бы также и то, что его способъ 
преобразован!я фигуръ прилагается естественнымъ образомъ 
также кь фигурамъ трехъ измБренй; тогда мы за цзлые 
полтора вЗка ранфе узнали бы то, что сд$лано было только 
въ самое недавнее время; наприм®ръ преобразован!е сферы 
_во всякую поверхность втораго порядка, подобно тому, какъ 
| 12 
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со временъ Дезарга и Паскаля преобразовываютъь помощю 
перспективы кругъ для открытя и изслЗдовав1я свойствъ 
коническихъ сЪченй. 


Самъ Ньютонъ не имфль въ виду подобныхъь обобщетй. 
Но они не могли бы остаться незамфченными тЁми геомс- 
трами, которые захотБли бы подумать надъ чисто-геометри- 
ческимъ отдфломъ Руиса; это обстоятельетво ясно по- 
казываетъ, какъ мало послЪ того времени разработывалась 
геометрия. 


17. Въ сочинени Ньютона дано было въ первый разъ 
распрямлене эпициклоидъ. До тЪхъ поръ не было ничего 
писано объ этихъ знаменитыхъ кривыхъ, хотя онЪ, по сви- 
дЪтельству Лейбница, были изобр$тены еще за десять лЪтъ 
до этого времени Ремеромъ. По словамъ Де-Лагира первое 
открыт!е этихъ кривыхъ и употреблеве пхъ при построев!и 
зубчатыхъ колееъ восходитъь даже до Дезарга, гей кото- 
раго, мало цфнимый въ настоящее время, быль дЪйствитель- 
но достаточенъ для такаго важгаго и полезнаго открытия. 
Черезь нЪсколько лЪть послф издан1я сочиненя Ньютона 
появилось сочинене Де-Лагира Тгайе двотейчдие 4ез ёр1- 
сусозаез. 


Прибавлене. Эпициклоиды разсматривались еще въ самыя от- 
даленныя времена, потому что они играли важную роль въ астро- 
номической систем$ Птоломея. Но характеръ и свойства этихъ 
кривыхъ, кажется, вовсе не изучались въ то время геометриче- 
скимъ путемъ. Альберть Дюреръ помЪфстиль ихь въ число кри- 
выЫхЪ, которыя можно построить по точкамъ, и говорилъ, что он 
могутъ быть полезны въ строительномь искуств; но онъ также 
не изучаль ни одного свойства ихъ. 

Первая эпициклоида, свойства которой были найдены, указана 
Варданомъ: это—лин1я, образуемая точкою окружности, катящейся 
по вогнутой сторонф другой окружности, имфющей вдвое больший 
радусъ; лин1я эта, какъ извЪстно, есть прямая. Карданъ дока- 
залъ это предложене въ книгЪ подъ заглав1емъ: Ориз пофит 4е 
ргоротнот-Биз питетотит, тоиит, вс. (ргор. 173, р. 186). 

Потомъ въ 1678 году Гюйгенсь нашелъ, что огибающая отра- 
женныхь волнь при отражени параллельныхъ лучей отъ окружно- 
сти есть эпициклоида, образуемая точкою окружности, катящейся 
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по вогнутой сторон освЪщаемаго круга; при этомь дламетръ пер- 
вой окружности, вчетверо мен?Ъе второй. Гюйтенсъ показалъ рас- 
прямлен1е и квадратуру такой эпицивлоиды (Тгасафиз 4е ити- 
пе, сар. УТ. 

Около того же времени Де-Лагиръ обнаружилъ, что каустиче- 
ская Чирнгаузена при отражен1и кругомъ параллельныхъ лучей 
есть также эпициклопда, образуемая точкою круга, катящагося 
по выпуклой сторонф неподвижнаго круга, имфющаго д1аметръ 
вдвое больший. 


Эта кривая есть развертка эпициклоилы Гюйгенса. 

Вотъ, сколько мнЪ извфстно, первыя эпициклоиды, нфкоторыя 
тгеометрическля свойства которыхъ были изучены. ВКривыя эти 
встр$чались потомъ во многихъ другихъ вопросахъ физики и ме- 
ханики, гдф онф играютъ замфтную роль. 

18. Укажемъ еще въ книг Руиса на знаменитые ова- 
лы, которые изобрЪтены были Декартомъ, какь кривыя, со- 
бираюшля посредствамъ преломленя въ одинъ фокусъ всЪ 
лучи, исходящ1я изъ одной точки, подобно тому, какъ эллипсъ 
и гипербола собираютъ лучи параллельные **). Ньютонъ по- 
казываеть очень просто, что эти кривыя предетавляютъ гео- 
метрическое мЪсто точекъ, разстоян1я которыхъ оть двухъ 
окружностей находятся въ поетоянномъ отношени. Это же 
самое видно изъ геометрическаго построен1я Декарта и Гюй- 
генсъь прямо, безъ всякаго доказательства, получилъь такое 
же заключен!е изъ теор1и волнъ въ его трактат о свЪт$. 


СдЪлаемъ здЪсь одно зам чаше о геометрли Декарта, за- 
м$чан1е, котораго мы не имфли случая высказать ранЪе. 
Геометрическое построен1е оваловъ удовлетворяло той цзли, 
для которой знаменитый философъ назначалъь ихъ въ своей 
д1оптрикЪ; но оно не было достаточно для полнаго изел$- 
дован1я этихъ кривыхъ. Ни Роберваль, который, спустя не- 
много времени, далъ построене оваловъ и изелЗдоваль ихъ 
формы, ни Гюйгенсъ, ни ВБьютонъ небыли вполнз знакомы 
съ этими кривыми съ геометрической точки зрЗя. ДЪло 


1) Это свойство коническихъ сЪченШ, основывающееся на соотно- 
шенш между фокусомъ и директрисою, показано тавже Декартомъ, ко- 
торый доказалъ его въ своей Д1оптриЕ$. 

12* 
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Въ томъ, что каждый овалъ, взятый въ отдЗльности, не пред- 
ставлялъ вполнЪ того геометрическаго мЪста, которое удо- 
влетворяеть свойству, указанному Ньютономъ, или уравне- 
ню четвертой степени, найденному Декартомъ: это геоме- 
трическое м$сто состоитъ всегда изъ совокупности двухъ 
сопряженныхь оваловъ (соп]аси6ез), нераздЪльныхъ другъ 
отъ друга въ аналитическомъ выражении. 

ЗамЪчане это ускользнуло отъ Декарта, какъ въ его Гео- 
метгр!и, такъ и въ ДоптрикЪ, также какъ отъ другихъ на- 
званпыхъ нами знаменитыхъ геометровъ. Оно могло быть 
опущено въ Д1оптрикЪ, но должно было, по нашему мн%- 
ню, быть указано въ Геометрш. Отъ этого произошло, что 
одна изъ формъ этихь кривыхъ укрылась отъ анализа Де- 
карта; это именно случай, когда два сопряженные овала 
имзють одну общую точку и образуютъь одну кривую съ 
двойною точкой; кривая въ этомъ случа есть ничто иное, 
какъ улиткообразная Паскаля (@тасот). Такимъ образомъ 
эта замфчательная кривая, представляющая, какъ извзетно, 
въ одно и тоже время круговую эпициклоиду и конхоиду, 
отличается еще т5иъ до сихъ поръ незамченнымъ свой- 
ствомъ, что она, какъ и вс овалы Декарта, имЪетъ два 
фокуса. 

Въ поелфднее время овалы опять появились въ геометрии. 
Знаменитый астрономъ Гершель назваль ихъ апланетиче- 
скими липями *?), имя въ виду употреблене ихъ въ опти- 
кз. Кетле открылъ въ нихъ особыя любопытныя свойства, 
которыя мы покажемъ въ Прим$чани ХХ]. 

19. Маклоренъ, также какъ Ньютонъ, питалъь любовь 
къ чистой геометр1и и также ум$льъ прилагать ее съ чрез- 
вычайныхъ искуствомъ къ философскимъ изысканямъ. (Со- 
чинен!е его Туеайзе ор Пиллотз имЪло цю показать свазь 
и соотношеше между способами Архимеда и Ньютона и до- 
казать послфднй споеобъ со всею строгостю греческой 
школы; въ этомъ сочинени мы находимъ множество синте- 


1) Лии безь аберрации. 
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тическихъ доказательствъ для разнообразныхъь вопросовъ 
механики и высшей геометр1и; анализъ не могъ бы быть въ 
этомъ случа ни проще, ни быстрЪе. Ве знаютъ съ какимъ 
изяществомъ и простотою р$3ёшилъ онъ этимъ путемъ важ- 
ный вопросъ о видЪ земли; одного этого изелдованя до- 
статочно, чтобы сдЪлать имя Маклорена беземертнымъ. 
Вопросъ состоялъ въ томъ, чтобы опред$лить притяжене 
эллипсоида вращен1я на точки, лежапия внутри, или на по- 
верхности. Изъ нфкоторыхъ свойствъ коничеекихъ сЗчешй 
Маклоренъ съумЪлъ извлечь средства, достаточныя для рЪ- 
шеня этого вопроса, всегда считавшагося самыми знаме- 
нитыми аналистами однимъ изъ труднЪйшихъ. Чтобы оцф- 
нить достоинство этого изсяЪдован1я и способа, употреблен- 
наго Маклореномъ, мы приведемъ лучше всего мнён!е вы- 
сказ»нное объ этомъ предмет знаменитымь Лагранжемъ. 
Замфтивъ, что есть вопросы, въ которыхь геометрический 
способъ древнихъ представляеть преимущества передъ ана- 
лизомъ, Лагранжъ прибавляетъ: „Задача объ опредЪлен!я 
притяжен1я эллиптическаго сфероида на точку, пом$щенную 
на самой поверхности, или внутри ея, принадлежитъь КъЪ 
этому роду. Маклоренъ, первый, рЪшилъ эту задачу въ сво- 
емъ превосходномъ сочинеши о прилив$ и отлив$ моря, 
ув$нчанномь Парижекою Академею Наукъ въ 1740 году; 
онъ слЪдоваль методу чисто гсометрическому, основанному 
исключительно на нЪкоторыхъ свойетвахъ эллипса и элли- 
птическихъ сфероидовъ; и надобно признаться, что эта часть 
сочинен1я Маклорена представляеть превосходный образецъ 
геометри, который можно еравнить съ самыми лучшими и 
генальными сочинев1ями, оставленными намъ Архимедомъ. 
Маклоренъ имфлъ какое-то особое призваше къ способу 
древнихъ и полому не удивительно, что онъ воспользовался 
имъ для рёшемя упомявутаго нами вопроса; но намъ ка- 
жется необыкновеннымъ то, что такая важная задача не была 
и посл того рёшена прямымъ аналитическимъ путемъ, о0со- 
бенно въ посл днее вуемя, когда анализъ вошелъ въ такое 
широкое и всзобщее употреблене. Прячину этого, кажется, 
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можно приписать только трудности вычислевнй, необходи- 
мыхъ для р5шен1я эгой задачи, когда она разематриваетея 
съ чисто аналитической точки зр$н1я.... Въ настоящемъ 
мемуар$ я хочу показать, что разсматриваемая задача не 
только не представляется недоступною анализу, но можетъ 
быть р5шена аналитически, если не также просто, какъ пу- 
темъ синтеза, то по крайней м5рЪ боле прямо и съ боль- 
шею общностью и пр.“ *?). 

Большая общность заключалась въ вычислен!и притяжен1я 
трехоснаго эллипсоида вм сто эллипсоида вращен!я, изсл%до- 
ваннаго Маклореномъ. Но это обобщен1е уже показано было 
Даламбертомъ и получено имъ путемъ чисто геометрическихъ 
соображевнй, пугемъ совершенно тзмъ же, который указанъ 
быль Маклореномъ *“*). 


20. Бъ другой: части сочинен1я Маклорена, о которой Ла- 
гранжъь ничего еще не говоритъ вь упомянутомъ нами пер- 
вомъ мемуар$, обнаруживается дЪйствительное преимущество 
геометрическаго способа передъ анализомъ. Мы говоримъ о 
знаменитой теорем объ эллипсоидахъ, главныя сЪфчен!я ко- 
торыхъ имфють одни и т5 же фокусы. Теорема эта заклю- 


*°) Иетозтгез а Г.Асадетие 4е Вет. 1773. 

2%) Оризсщез тойётайдиез. 1773, %. УТ, р. 165. 

Прежде чЪмъ мы узнали, что Даламбертъ, идя по сл$дамъ Макло- 
рена, дошелъь помошлю чието геометрическихъ соображенй хо выраже- 
шя въ вид$ однократваго интеграла притяжен1а трехоснаго эллипсоила, 
на точку поверхности или внутри ея, мы сами старались найти такое 
же распространене теоремы Маклорена; разлагая тфло на элементар- 
ные конусы, какъ это дфлаль Лагранжъ, мы получили съ помоп1ю од- 
ной геометрли, ту самую формулу въ ввадратурахъ, которая выводится 
обыкновенно аналитически. Прлемъ нашъ заключается въ томъ, что мы 
гсометрическими соображенями замфняемъ первое интегрирован!е, вы- 
полняемое въ анализ$; основан1емъ этому служитъ замфчане, что ска- 
занное интегрирован1е соотв$тетвуетъ въ геометри вычиелен1ю пло- 
щади эллипса, именно того, который получается отъ проложевйя, на 
одну изъ трехъ главныхъ плоскостей эллипсопда, кривой пересЪчен1я 
этой поверхности съ конусомъ вращен1я около оси перпендикулярной 
ЕЪ главной плоскости, им$ющимъ вершину въ центр% эллипеоида. 
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чается въ томъ, что притяжен1я, обнаруживаемыя такими 
двумя эллипеоидами на вн шнюю точку, имфютъ одинаковое 
направлен!е и по величин$ пропорц1ональны массамъ этихъ 
тфль. Маклоренъ доказалъ только простзйпий частный случай 
этой прекрасной теоремы, когда притягиваемая точка на- 
ходится на одной изъ главныхъ осей обоихъ эллипсоидовъ 
(Тгезизе ор Низдонз, ат. 653). Но и этотъ частный случай 
представлялъь столько затрудненй, что ве усимя Даламберта 
р шить его аналитически кончились тЪмъ, что велиюмй гео- 
метрь призналь теорему Маклорена невфрною °5); Ла- 
гранжъ же, доказавпий ее нЪсколько поздн®е, ограничился 
1Ъмъ же частнымъ случаемъ *‘). Даламбертъ, чтобы по- 
править свою ошибку, предложилъ тогда еще три р$шенля, 
но и онъ, какъ Лагранжь, не пошелъ далЗе Маклорена ””). 
Векор$ посл того Лежандръ сдЪлалъ шагъ въ этомъ во- 
прос$, доказавъ теорему для случая, когда притягиваемая 
точка находится въ одной изъ главныхъ плоскостей эллип- 
соидовъ; подозр$вая послЪ этого всю общность теоремы *°), 
онъ аналитически доказалъ ее вполнЪ чрезь нЪеколько лЁтъЪ 
въ мемуарЪ, который можеть служить образцомъ побЪ$жден- 
ныхъ трудностей. Этотъ превосходный и глубоко ученый 
мемуаръ былъ бы еще болЪфе богатъ интересными выводами, 
если бы Лежандръ показалъ геометрическое значене многихъ 
изъ формулъ, черезь которые онъ долженъ быль перейти, 
чтобы достигнуть до окончательнаго вывода теоремы *). 
ПослЪ того найдено было много доказательствь теоремы 
Лежандра, изъ которыхъ мы укажемъ здЪсь на одно, полу 
чаемое синтетическимъ путемъ. Оно проистекаеть изъ пре- 
красной теоремы Эйвори, помош4ю которой вычислене при- 
тяжен1я эллипеоида на внзиея точки приводится къ при- 
тяжешямъ на внутренн1я точки. Различныя доказательства 


*5) Оризещез пийетайдиез, +. УТ р. 242. 

26) Метозтез 4е ГАсааетие ае ВетИи, 1774 её 1775. 
27) ОризсШез тафетайчиез, 1780, %. УП, р. 102. 
8) Метофтез 4ез зазапз @татдегз, +. Х. 

=”) Метозгез 4е ГАса4етие 4ез Воетсез, 1788. 
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теоремы Эйвори мало отличаются отъ предложеннаго самимъ 
знаменитымъ изобрЪтателемъ и основываются на нфкоторыхь 
преобразован1яхъ формуль. Но теорема эта по своему харак- 
теру должна бы относиться къ геометрической теорли при- 
тяжен1я эллипсоидовъ и потому можно желать, чтобы было 
найдено для нея болфе синтетическое ршеше, независимое 
оть формулъ анализа. 

Со стороны вычисленя вопросъ о притяжения эллипсои- 
довъ рфшенъ въ настоящее время вполнф, насколько это 
позволяютъ средства анализа, формулы притяжен!1я приведены 
къ эллиптическимъ квадратурамъ, интегрироване которыхъ 
въ конечномъ видф невозможно. Но разематриваемый съ 
другой точки зрЪфв1я вопросъ этотъ далеко еще не вечер- 
панъ и поведетъ еще, безъ сомнзя, ко многимъ изыска- 
шямъ и прекраснымъ открыт!ямъ 3°). НовЪйшя работы двухъ 


30) Такъ наприм$ръ хотя въ конечномъ видЪ невозможно опредф- 
лить По величин нли по направлен1ю притяжен1я эллипсоида на раз- 
ныя точки, но нельзя ли найти какихъ пибудь отношенй между при- 
тяженями, или ихъ направлен1ями. 

Но изъ множества вопросовт, которые можно себЪ вообразить, есть 
одинъ, который, можно сказать, представляется самъ собою, и кото- 
рымъ, кажется, не занимался ни одинъ изъ геометровъ, писавшихъ объ 
этомъ предмет®. ИзвЪстно, что въ формулахъ, выражающихь притяже- 
н1е на внфшнюю точку, входитъ коэффищентъ, неизвЪстный а 174075$, 
но зависящий отъ совершенно опред$леннаго уравнен1я третьей сте- 
пени; геометрическое значен!е этого коэффищента извЪфетно: онъ пред- 
ставляетъ одну изъ главныхъ осей эллинсоида, проходящаго черезъ при- 
тягиваемую точку и имфющаго съ притягивающимъ эллипеоидомъ одни 
и т$ же фокусы главныхъ сБченй. Но приведен1е этого вопроса къ 
}‚равнен1ю третьей степени есть аналитическ1й фактъ, котораго нельзя 
& рт42т4 предвидфть изъ сущности вопроса; фактъ, который до сихъ 
поръ еще не разъясненъ. Онъ доказываетъ, что задача о притяженш 
эллипеоида проистекаеть изъ другой боле общей задачи, допускающей 
вообще три р5шев1я. Въ двухъ изъ этихъ рЪшен1й два гиперболоида, 
одинъ съ одною, другой съ двумя полостями, проходяпле черезъ при- 
тягиваемую точку и имфюпие съ даннымъ эллипсоидомъ обе фокусы 
тлавныхь сфчев!й, должны пграть ту же роль, какую эллипеоидт, про- 
ходяпий черезъ эту же точку, играетъ въ первомъ рЪшев1и, относя- 
щимея къ задач о притяженм, 
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знаменитыхъ аналистовъ Франци и Кенигеберга, Пуаесона 
и Якоби, доказываютъ, что многое еще остается сдЪлать; 
они привлекутъ новое вниман1е на этотъ предметъ, испол- 
ненный высокаго интереса. 

21. Задача о притяжен1м эллипсоидовъ, разематриваемая не- 
зависимо отъь многихъ приложенй ея къ вопросамъ фило- 
софм природы, принадлежитъь къ геометри и рёшеше ея, 
данное Маклореномъ, представляетъ одно изъ изслЪдованй, 
наибол$е способныхъ возбудить любовь и интересъ къ чистой 
наглядной геометри,. такъ мало извЪстной уже около вЪка. 
Надфемея, что по этой причин намъ извинятъ подробности, 
въ которыя мы вошли по этому поводу и которыя отвлекли 
насъ отъ разбора геометрическихъь пзелЗдоватй Маклорена; 
мы укажемъ теперь, на какиахъ свойствахъ коническихь сЪ- 
ченй основывальъ Маклоренъ свое рзшеюше предъидущей 
задачи, и такимъ образомъ снова возвратимея къ нашему 
предмету. 

Одного свойства достаточно для вычисленя притяжен!я 
па точку поверхности, или на точку внутреннюю, именно: 

«Лапы два подобные, подобво расположенные и концен- 
‹трическме эллипса; через вершину меньшаго изъ нихъ 
«проводимъ касательную, которая пересЪчется съ другимъ 
«эллипСомъ ВЪ ДвуХЪ точкахъ. 

‹Черезъ олну изъ этихъ двухъ точекъ проволимъ во вто- 
«ромъ эллипс двБ хорды, одинаково наклоненныя къ гыше- 
сказанной касательной. 

„Чрезь вершину перваго эллипса проводимь двф его 
„хорды, параллельныя хордамъ другаго эллипса. 

„Сумма этихъ хорлъ равна сумм двухъ другихъ. 

Маклоренъ доказываеть эту теорему для круга помошию 
пачальной геометрия: пролагая потомъ оба эллипеа на плос- 
кость параллельную разематриваемой касательной и накло- 


Подобныя обстоятельства встрфчаются въ анализ нерЪдко и всегда 
интересно знать ихъ происхожден1е и значен1е. Только при этомъ мож- 
но считать вопросъ окончательно разр5шеннымъ. 


194 ИСТОР!Я ГЕОМЕТРТИ. 


ненную такъ, чтобы проложеня были кругами, онъ выводитъ 
и самую теорему 3:). | 

22. Вычиелен!е притяженя на внёшнюю точку было не 
такъ просто: Маклоренъ употреблалъ для этого два предло- 
жен!я, изъ которыхъ онъ самъ изложилъ только одно, дру- 
гое же вытекаетъ изъ доказательства перваго; именно: 

„1) Представимъ себ два эллипса, описанные изъ однихъ 
„и тфхъ же фокусовъ; если черезъ точку, взятую на одной 
„изъ главныхъ осей, проведемъ двЪ сЪкушя такъ, чтобы ко- 
„синусы угловъ пхъ съ другою осью были пропорцональны 
„дламетрамъ эллипсовъ по направлентю этой оси, то отр$зки 
„сЪкущихъ, заключающцеся между двумя кривыми, будуть 
„соотв тетвенно пропорц1ональны д1аметрамъ по направле- 
„ню первой оси. 

„2) Если въ двухъ эллипсахъ, описанныхъ изъ однихъ и 
„ТВхъ же фокусовъ, проведемъ два каке-нибудь д1аметра, 
„оканчивающиеся въ соотвьтственныхь точкахъ этихъ ври- 
„выхт, То разность квадратовъ ихъ будетъь величина посто- 
янная “. 

Соотвьтственными точками мы называехъ таюя, разсто- 
аня которыхъ отъ главныхъ осей пропорцональны д1амет- 
рамъ обоихъ эллипсовъ, перпендикулярныхъ соотв тетвенно 
ЭТИМЪ ОСЯМЪ. 

Маклорену было достаточно перваго изъ этихь предложе- 
н!й для доказательства, что притяженя двухъ однофокус- 
ныхъ эллипеоидовъ вращентя на точку, взатую на продолже- 
ни! оси вращеня, относятся какъ массы эллипеоидовъ. От- 
сюда, при помощи втораго предложеня, онъ Заключаетъ, 
что таже теорема справедлива для всфхъ внЪшнихъ точекъ, 


31) Маклоренъ пользовался единственно этою теоремою, чтобы дока- 
зать важное предложев1е, принятое Ньютономъ безъ доказательства, 
именно: однородная жидкая вращающаяся масса должна принимать 
видь эллитсоида вращеня при дъйствии притяжетя обратно пуо- 
порилонально квадратамъ разстояний. ЁВлеро считаль это доказатель- 
ство настолько хорошимъ, что въ ТА6о7е 4е 1а Пдите ае а Фетте онъ 
оставилъ аналитическай способъ и послВдоваль пути Маклорена. 
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находящихся въ плоскости экватора обоихъ ефероидовъ. За- 
т$мъ онъ замфчаеть, что доказательство второй теоремы 
прилагается также къ однофокуснымъ эллипсоидамъ съ 
тремя неравными осями, если притягиваемая точка лежитъ 
на продолжении одной изъ осей; отсюда и проистекаетъ та 
знаменитая теорема, о которой мы говорили выше. 

Даламберть и впоел$детви Лагранжъ и Лежандръ ду- 
мали, что Маклоренъ только высказаль свою теорему, но 
не далъ ея доказательства; это—ошибка ©0 стороны трехъ 
знаменитыхъ геометровъ, потому ч10 доказательство здЪсь 
совершенно тожественно съ предтидущимъ и авторъ огра- 
ничилея поэтому, какъ и елЪдовало, словами: такимь же 
образом» докажемь и т. 9.; не было надобности повторать 
разсужден1я, изложенныя нфеколькими строками выше, ивъь 
которыхъ не нужно было ни измфнять, ни прибавлять, ни вы- 
кидывать ни одного слова. °°). 


37) Заблужден!е трехъ вазванныхъ мною великихъ геометровъ ни- 
кфмъ еще, кажется, не было замфчено, хотя съ тфхъ поръ очень много 
занимались вопросомъ о притяжеви эллиисоидовъ. Я замфчаю это по- 
тому, что это предетавляетъ ясное доказательство того, что геометрая 
во второй половинф послфдняго вЪка была совершепно оставлена и что 
весьма несправедливо было бы теперь обвинять ее въ безсилш, такъ 
какъ на этомъ пути не только не дЪлалось никакохъ вовыхъ усимй, 
но даже достаточно не изучались превосходные способы, которые по- 
вели Ньютона и Маклорена къ ихъ великимъ открыпямъ. Напротивъ 
того, переведя эти способы на анализъ, приписывали анализу же вели- 
кля открыт1я Ньютона, предполагая, что онъ уже послЪ облекъ ихъ въ 
теометрическую форму. Это предположене произвольно; оно доказы- 
ваетъ незнакомство съ богатствомъ средствъ геометр1и и съ необычай- 
ною легкост1ю ея умозаключен!, которыя иногда бывають до очевид- 
ности просты въ вопросахъ, доступныхъ по преимуществу теометри- 
ческимъ пр1емамъ. Мы не будемъ входить въ разсужден1я о харак- 
тер$ и средствахъ этого геометрическаго способа; для этого нуженъ бы 
былъ болфе искусный защитникъ; достаточно будетъ напомнить, что 
приписывая открыт1я Ньютона аналитическому слособу, мы должны до- 
пустить, что геометръ этотъ употреблялъ исчислене вара, откры- 
темъ котораго мы обязаны Лаграюжу. Возможно ли допустить, чтобы 
велимй Ньютонъ съ его глубокимъ умомъ и съ его вЪрнымъ и широ- 
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23. Дза изложенвыя нами свойства эллипсовъ, описанныхъ 
изъ однихъ и тхъ же фокусовъ, принадлежать самому Мак- 
лорену; вФроятно это были первыя предложеютя объ одно- 
фокусныхъ коническихъ сфчен1яхъ, также какъ въ его тео- 
рем о притяжени эллипсоидовъ, главныя сЗченя которыхъ 
имфють одинаковые фокусы, въ первый разъ говорится о 
такихъ эллипсоидахъ. Эти поверхности н$еколько лдЪтъ 
спустя встрЪтились въ другихъ вопросахъ и въ настоящее 
время онЪф, по нашему ма$н1ю, должны играть важную роль 
въ поверхностяхъ втораго порядка. Онф обладаютъ множе- 
ствомъ еще незамфченныхъ свойствъ, о которыхъ мы бу- 
демъ говорить въ ПримБчавяхь къ пятой эпохъ. 

24. Маклоренъ доказываетъ свойства эллипса, разематри- 
вая его какъ косвенное сЗчеше круглаго цилиндра, и выво- 
дитъ ихь изъ свойствъ круга. Онъ не ограяичилея упомя- 
нутями вами предложенями; усвоивъ себЪ этотъ весьма 
удобный способъ, онъ желаль распространить его прило- 
женя дал$е Маркиза Лопиталя, который еще прежде ука- 
заль этоть способу. въ конц своего аналитическаго трак- 
тата о ковическихъь сЪчевнляхъ (кн. УГ). На немногахъ стра- 
ницахъ Маклоренъ съ чрезвычайною простотою дока?алъ 
главныя свойства эллипса. Здесь находимъ естественное и 
бод$е краткое, чЪмъ у Ньютона, изелдоване задачи о цен- 


кимъ взглядомъ могъ не замфтитъ особенности и чрезвычайной важ- 
ности такого открыт1я, чтобы онъ умолчалъ объ немъ и не воспользо- 
вался имъ впослфдстви во время тяжелой и ожесточенной борьбы его 
съ Лейбницемъ? Если такъ, то ему не зач$мъ бы было писать и исчи- 
слен1е флюксй. Притомъ, приписывая анализу открыт1я Ньютона, слЪ- 
дуетъ, чтобы быть посл$довательнымъ и дфлать заключеня о безсилши 
геометрическаго способа, тоже самое сказать о трудахъ Маклорена, 
Стеварта и даже о знаменитой формулЪ Ламберта, которую самъ Ла- 
гравжъ призналъ лучшимъ и наибол$е важнымъ открытемъ во всей 
теор!и кометъ, хотя она получена была изъ соображен!й чисто геомет- 
рическихъ. 

Оставимъ же геометр!! ея дЪло. Анализъ имфетъ уже достаточно 
блестяшля пр1обрЪтев1я и достаточно богатую будущность, чтобы ис- 
кренне сочувствовать прежнимъ усп$хамъ своей старшей сестры. 
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тральной сил для эллипеа, когда претяговающая точка 
имфетъ какое бы то ни было положенше въ плоскости кри- 
вой: иИзЪ этого изелфдован1я непосредетвенво видно, что 
притяжен1е будеть прямо пропорц1онально разетоянтю, когда 
притягивающая точка находится въ центр» эллипса, и 0б- 
ратно пропорцональна квадрату разстоян!я, когда она ле- 
житъ въ фокусБ кривой. 

По поводу Тгеайзе ор Нижютз Маклорепа можно было бы 
сдЪзлать много подобныхъ же замфчанй, относящихся къ 
истор1и развит1я геометр!и; но мы и безъ того уже перешаи 
за предЗлы, указываемые назначетемъ нашего труда; поэ- 
тому оканчиваемъ здЪеь 0обозр1н1е трудовъ этого великаго 
геометра. 


25. Р. Симсонъ (1687—1768). Роберть Симсовъ, о ко- 
торомъ мы имфли уже случай упоминать н$еколько разъ, 
есть одинъ изъ геометровъ предшествующаго столфт1я, наи- 
бол$е изучавшихъ геометр1ю древнихъ и наиболфе способ- 
ствовавшихь ея распространен1ю. Большое сочинение его о 
коническихъ сфченяхъ въ пяти книгахъ написано въ стро- 
гомъ стил$ Аполлон1я, въ стилЪ, который въ то время на- 
чинали уже оставлять для исключительно аналитическаго 
способа. Сочинеше это есть первое, въ которомъ включены 
были двЪ знаменитыя теоремы Дезарга и Паскаля. Въ немъ 
находимъ также теорему а4 диашюот Ипеаз; но эта теорема 
появилась еще раньше въ сочиненш о коническихъь с$че- 
шяхъ МПпез’а °°), который заиметвоваль ее изъ Румсила 
Ньютона. 


33) беснопит сотсагит @Четеща поза тетодах аетопзтгща; Охотиае, 
1702. Сочинен1е это написанное, какъ признается въ предисловии самъ 
авторъ, въ подражан1е большему трактату Де-Лагира, имфло большой 
усп$хъ и много издан й. Въ немъ коническля сЪчен1я разсматривались 
какъ сфчен1я круглаго конуса совершенно произвольною плоскост!ю, 
безъ пособ1я осеваго треугольника. Впрочемъ методъ кажется намъ ме- 
нфе удаченъ, ч$мъ у Де-Лагира, потому что онъ заключался въ пред- 
варительномъ доказательств нЪфкоторыхъ частныхъ свойствъ гипер- 
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Только то обстоятельство, что въ сочинешя Симеона 
заключаются три упомянутыя нами основныя теоремы, п даетъ 
этому сочовешю н$которое преимущество персдъ большимъ 
трактатомъ Де-Лагира; относительно же метода посл$днее 
сочинен1е кажется’ намт, несравненно выше; оно представ- 
ляло замЪ%тное улучтене древнихъ способовъ, тогда какъ 
сочинене Симеопа гъ этомъ отношени замфтно отсетало. 

Вь самомъ дЪлЪ, Симсонъ, по образцу небольшаго трак- 
тата Де-Лагира 1679 года и по образцу Лопиталя, раземат- 
риваетъ коническля сЪчентя въ плоскости, опредфляя каждое 
особымъ частнымъ свойствомъ. Параболу—равенствомъ раз- 
стоян!й каждой точки отъ фокуса и директрисы; эллипеъ и 
гипербозу—постоянною суммою и разностпо разстоявйй то- 
чекъ этихъ кривыхъ оть двухъ фокусовъ. Изъ этихъ опредз- 
лен!й трехъ кривыхъ Симсонъ выводить важнЪйпия свойства 
каждой изъ нихъ и потомъ показываеть, что эти кривыя 
одинаковы съ т$ми, которыя Аполлон получаль на косомъ 
конус$ при помощи осеваго треугольника. 

Изучивъ такимъ образомъ три вила коническихъ с$ченй 
въ трехъ первыхъ книгахъ своего сочиненя, Симсонъ только 
въ двухъ селёдующихъ книгахъ разематриваетъ коническя 
сфчен1я въ совокупности и въ общемъ вид$ и доказываетъ 
множество ихъ общихъ севойствъ. 

Теорема аф диашюот Ипеаз есть 28-е предложене его чет- 
вертой книги; шестиугольникь Паскаля—47-е пятой книги; 
теорема Дезарга доказана въ предложев1яхъ 12 и 49 той же 
книги. Симсону была неизвестна близская связь этихъ трехъ 
теоремъ, составляющьхъ, можно сказать, различныя выраже- 
ня одного и того же общаго свойства коническихъ сЪзений. 


— 


болы, которыя служили основан1емъ для перехода къ свойствамъ эл- 
липа. 

ВеЪ доказательства въ этомъ сочинен!и чисто синтетическля и чрез- 
вычайно просты; для нашего времени чтен1е становится утомительнымъ 
вслфдетв1е безирестаннаго употребленля пропорц:й въ древней формф: 
было бы болфе удобно и болЪе разумно замфнить эту форму равенст- 
вомъ отношений. 
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Но онъ умфлъ оцфнить вею пользу двухъ посл$днихъ тео- 
ремъ: онъ показалъ, что изъ одной изъ нихъ выводится вся 
теор1я полюсовъ, изъ другой же вывелъ шееть сл$детви и 
прибавилъ къ этому, что въ двухъ сказанныхъь теоремахт, 
заключается общее доказательство большинетва предложе- 
ый первой книги Руис Ньютона. 

Жаль, что Симсонъ не воспользовался этимъ счастливым, 
зам чанемь и не заклюзилъ въ одномъ общемъ предложении 
и въ одномъ доказательств множество отдЪльныхЪъ част- 
ныхъ теоремъ, для которыхъ имъ были даны еще прежде 
многочисленныя и разнородныя доказательства. Это-—един- 
ственное средство упростить теор1ю коническихъ сЗчевй, 
облегчить и распространить знакомство съ нею и употреб. 
лен1е ея и подготовить для нея новыя пр1обрЪтен1з. 

26. Мы не будемъ здЪеь останавливаться на его знамени- 
томъ трактат о поризмахъ, гдЪ въ первый разъ опредф- 
лена сущность этихъ предложен, составлявшихъь до ТЪхъЪ 
поръ неразр$шимую загадку для самыхъ ученыхъ геомет- 
ровъ; объ этомъ мы говорили уже подробно въ статьЪ объ 
Евклид и въ Примфчани Ш. 

Возетановленная Симсовомъ книга 4е зесйопе деегтатам . 
помЪщена въ одномъ томЪ съ его поризмами. 

Онъ возстановилъ также [оса рапа Аполлон1я *“) точн$е 
и в5риЪе, чВмъ Шутевъ и Ферматъ. 

Онъ приготовилъ еще новый переводъ сочинен!й Паппа, най- 
деный между рукописзми, завЪщанными имъ Глазговекой кол- 
лег1и; жаль, что пероводъ этоть не былъ никогда изданъ, такъ 
какъ онъ представляетъ работу, далеко не такъ легкую, какъ 
прежде думали, и требовавшую глубокихъ познан!й въ древ- 
ней геометрли. Никто» не могъ бы выполнить этотъ трудъ съ 
такимъ знав1емъ и искусствомъ, какъ ученый Симсонъ. Уди- 
вительно, что соотечественники его не озаботились этимъ 
издан1емъ и что въ этомъ случа благородный примБръ 


3%) АроПопи Регдае 1осотит Шапотит, 167% ТГ тещи; т—4 
ОПозеиае, 1749. 
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лорда Стенгопа, издавшаго поризмы и 4е зесйопе Яеетта- 
пса, не нашелъ себЪ подражателя въ отечеств$ Ньютона, 
гдЪ древняя геометр1я насчитывала всегда много достойныхъ 
и знаменитыхъ почитателей. 

27. Стевартъ (Стюартъ, Мабшеи З4ежагь 1717—1785). 
Стевартъ, ученикъ Симсона и Маклорена въ Глазговской Вол- 
леги и потомъ въ Эдинбургскомъ университетЪ, заимствовалъь 
отъ своихъ учителей любовь къ геометр1и древнихъ и, какъ они, 
обязанъ былъ ей своею знаменитоетю. Первое сочинене его 
о нькоторыхь общиль теоремахь употребляемыть в5 выс- 
шей математикь (написано по-англйеки, ш—8°, 1746) по- 
ставило его сразу на почетное м$фето между геометрами, и 
черезъь н®сколько времени доставило ему каеедру матема- 
тики посл смерти Маклорена. Благодаря характеру обязан- 
ностей и направленю первыхъ трудовъ, Стеварту можно 
было въ особенности заниматься геометрическимъ методомъ 
и онъ предполагаль приложить этотъ методъ къ труднЪй- 
шимъ вопросамъ физической астровомш, которые интересо- 
вали въ то время ученыхъ и, по мн$%н!ю ихъ, считались до- 
ступными только для самаго высшаго анализа. Такимъ об- 
‚разомъ Стевартъ имфлъ намфревне продолжать труды Нью- 
това и Маклорена относительно вопросовъ о систем ма, 
вопросовъ, которые велЗдетне естественнаго прогресса въ 
наук сдЪлались многочисленнфе и сложнЪе, ч$мъ во время 
этихъ двухъ великихъ геометровъ. Съ подобною цЪфлью Сте- 
вартъ въ 1761 году издаль сочинене .77асз рйузгс ота 
тафетайсщ, ес. т.-е. „Трактаты по`физикВ и математик, 
„содержаще изъяснен1я многихъ важныхъ вопросовъ физи- 
„ческой астроном1и и новый способъ опредЪлевя разетоян1я 
„земли отъ солнца помошию теорли тягот$я.“ Боле об- 
ширная теор1я центростремительныхъ силъ, вычислевя раз- 
стоян1я земли отъ солнца и весьма трудная задача о трехъ 
тЪлахъ, т.е. вычислеше заимодЪйствя между солнцемъ, зем- 
лею и луною—вотъ важнфйп!е вопросы, р%шенные Стевар- 
томъ въ этомъ сочинени при помощи только элементовъ 
плоской геометр1и и теор1и коническихъ сЪЗченй. Порядокъ 
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и ясность въ изложении предложений, простота ихъ доказа- 
тельства и трудность вопросовъ, разр5шенныхъь при ихъ 
помощи, все это заслужило Стеварту больпия похвалы и 
заставило считать его однимъ изъ самыхъ глубокихъ геомет- 
ровь того времени. Впрочемъ мы должны замфтить, что его 
вычиеслев1е разстоян1я земли отъ солнца было ошибочно. 
Причина ошибки была открыта и разъяснена сперва Даусо- 
номъ (Па\зоп) въ 1769 году °), потомъ Ланденомъ въ 1771 *). 
Ошибка проистекала не отъ гпособа гзелЪдованя, но отъ 
пренебрежештя нЪкоторыми количествами, сдЪфланнаго оши- 
бочно въ вилахъ упрощеня. Впоелф дети изъ этого обето- 
ятельства сдЪлали возражев1е противъ геометрическаго ме- 
тода; но чтобы это возражеше о провергнуть, достаточно при- 
помнить, сколько подобныхъ ошибокъ сдЪлано было знаме- 
нитфйшимо анзлистами и какъ онЪф обыкнорРенны, особенно 
въ астроном1и, гл авализъ можетъ идти только путемъ по- 
слЪдовательныхь приближен!й. 

28. Мы должны упомянуть еще объ одномъ сочиневи Сте- 
варта по частой геометри, именно: Руорозотез деотеё- 
7сае, тоте Тёетит аетопятаае, и Сеотей4ат апйдиат 
Низгатдат её ртотозеп4 ит з4аопеае. Епаф. 1763, ш— 8°. 

Мы должны войти въ н5Ькоторыя подробности, чтобы озна- 
чомить читателей съ этимъ сочиненмемь Стеварта, также 
какъ съ его Общими теоремами, которыя были изданы 
девятнадцатью годами ранЪе. Такъ какь 0бБ книги очень 
р$»дки, то разборъ и изложен!е заключающихея въ нихъ тед- 
ремъ не будетъ, намъ кажется, излишнимъ. 

Книга объ общихъ теоремахъ содержитъ шеетьдесятъ че- 
тыре предложен!я, изъ которыхъ только пятьдесятъ названы 
теоремами. Изъ остальныхъ четырнадцати три находатся въ 


`°) Рон’ Ргорсзи10тз ев. т. е. четыре предложен!я, служащ!я для 
доказательства, что опредЗлене Стевартомъ разстоян1я земли отъ 
еолнца ошибочно. 

6) Чиипадгегяонз оп Пг. Меца сотр айоп ор Ше зип’ @аптсе 
р’от Фе еат й; т—89 Топаоп. 


13 


202 ИСТОР1Я ГЕОМЕТРИИ. 


начал сочинен1я и служатъ для доказательства теоремъ; 
послЪдними же одиннадцатью, выражающими большею час- 
т1ю различныя свойства круга, оканчивается книга. 

Изъ всЪхь шестидесяти четырехъ предложен! доказано 
только восемь первыхъ и въ томъ чиелЪ пять первыхъ тео- 
ремъ. Въ краткомъ предисловш авторъ объявляетъ, что для 
изложен!я доказательства всфхъ теоремъ, столь общихъ и 
трудныхъ, ему пужно бы было болЪе времени, нежели сколько 
онъ на это можеть посвятить. МнЪ неизв$етно, были ли 
впослЪдств1и возстановлены доказательства Стеварта, пли они 
были найдены въ его бумагахъ и какое въ такомъ случаЪ 
сдЪлано изъ нихь употреблене. 

Два первыя предложеня звыражаютъ обийя свойства че- 
тырехъ точекъ, изъ которыхъ три находятся на прямой ли- 
ни, а четвертая имфеть произвольное положеше. Во вто- 
ромъ предложени четвертая точка можетъ быть взята также 
и на самой прямой. Вотъ это предложене, которое, кажет- 
ся, извЪетно менфе, ч$мъ заслуживаетъ: 

Если возьмем три точки А, С, Б на прямой лими и 
еще какую нибуф точку О) внь прямой, или опять на ней, 
то будемь имъть: 


рА*.ВС-ОБ*АС-—2РС.АБ=АВ.АС.БС. 


Мы уже говорили, что изъ этого предзожен1я могутъ быть 
выведены, какъ простыя елЗдетыя, восемь леммъ Паппа къ 
[оса рата Аполлон1я. Векор$ посл появленя этой теоремы 
въ сочиненш Стеварта Робертъь Симсонъ извлекъ изъ нея 
удачное примневе въ прибавления къ /оса р!апа гезища 
и другой извЪетный геометръ, Томасъ Симпсонъ, также до- 
казалъ ее и воспользовалея какъ леммою для рёшен!я мно- 
гихъ задачь въ изданныхъь имъ упражневяхь для учащихся 
математикЪ °7). Поздние ту же теорему доказаль Эйлерт, 


37) бёес! ехегсёзез рт уоиид ргойает зат Ше тафетансК; ш— 89, 
1753. 
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какъ лемму при ршенши задачи о вписанномъь въ кругъ 
треугольникЪ, стороны котораго проходятъ черезъ три дан- 
ныя точки °8). Наконецъ изв5стный физикъ и геометръ Лесли 
также доказалъ и употреблялъ эту теорему въ третьей книг 
своего Геометрическаю анализа *}. 

Изь сказаннаго нами видно, что теорема эта, почти со- 
всЪмъ неизвЗстная въ наше время, иметь право занать 
мъфето въ элементахъ, или по крайней мЪрз въ дополненяхъ 
къ геометрли‘5). 


ДвЪ нервыя части этого сочинен1я представляютъ обширный ебор- 
никъ задачъ по алгебрЪ и геометриг, р-шенныхъ весьма изящнымъ об- 
разомъ. Онф были переведены на французек1И языкъ подъ заглавемъ: 
етепз Фапузе отайдие, оц аррИсайот 4ез уутерез ае ГА дефте 
её 4е 1а Свотейче, а 14 зошНоп Фит 1'е3-дтапЯ потфте ае ртоМётез 
питегаиез 6 деотерачиез ш— 89, 1771. 

38) Метозусз ае РАсааептае 4е Рёетзфоитд, 1780. 

33) деотейче1 ап уз. ЕашфигоЪ, 1809; ш—8°. Второе издан1е въ 
1821 году. 

40) Когда точка 2 взата на той ие прямой, на которой лежатъ три 
остальныя точки, то теоремою Стеварта выражается общее соотноше- 
н!е между четырьмя произвольными точками прямой линш. Мы нашли 
что это соотношен1е, также какъ и друйя, относящяся въ четыремъ 
точкамъ прямой, проистекаютъь изъ сл$дующаго общаго соотвошен!я 
между патью точками прямой лини; 


ЕА*.80.СР.ОВ--ЕВ.СР.РА.АС— 
—20*.0ААВ.ВО—ЕО*.АВ.БС.СА-=0. 


Составлен1е члевовъ этого уравнен1я —очевплно. Чтобы опредЗлить 
знаки, раздфламъ вс члены на АВ. ВС. СА; уравнен1е обратится въ 


‚28.06. РА.ТС _ 


РАВ. 
АВ.‘ “В: ВАВО ЕР 


2 РО аи 
ЕС. СА.СВ ) 


ЕА 
въ этомъ уравненш надобно брать съ + произведен1я отр$зковъ, ко- 
торые считаются въ одномъ направлена отъ общей ихъ точки, п съ— 
произведен1я отрфзковъ, считаемыхъ въ противоположныя стороны. 

Воть нфкоторыя соотношеня между четырьмя точками, выводимыя 
изъ этого общаго соотношен1я. 

1) Если предположимъ, что Ё находится въ безконечности, то, раз- 
дфливъ на Ё*, получимъ. 


ож 
©? 
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Почти всЪ пятьдесять теоремъ Стеварта могутъ быть 
включены въ сл$дуюцщия четыре бол$е обпая предложеня, 
изъ которыхъ всф друпмя вытекаютъ, какъ сл$детвя. 


1. Положимз, что около круа радуса В описань пра- 
вильный мнооуюльникь, имъюиий т сторонь и пусть п 
будеть число меньшее т. 

Если изз какой нибуф точки (взятой внутри мною- 
уюльника, если п нечетное, ц \дъ ул0дно, если п четиное) 
опустимь перпендикуляры на стороны мноютурюольника, то 
сумма я-ыхь степеней ить будеть равна 


т. (В"-н Ао А” Бо” 4-- Со ВТ и. т. 9.), 


10% % есть разстоянзе точки отъ центра круа; А есть 
коэффищиент третъяю члена бинома, возвышеннало в сте- 


. | 
пень п, умноженный на =; В—жоэффииенть пяталю члена, 


. 1.3 
умноженный на 5-х; С—коэффииле нить седъмало члена, умно- 


1.3.5 
/ К —_ ® Г 0. ° . 
женный на р; и. т (Предл. 40) 
#(и—1 
д 


вс.ср.)вВ-Ср.РА.АС—ПА.АБВ.ВО—АБ.ВС.СА-=0. 


Каждый членъ этого уравнен1я есть произведен!е отр$зковъ, образуе- 
мыхъ тремя изъ четырехъ точекъ. 


2) Еели точки Е и ЛД сливаются, то выходить 
РА.ВС--ОВ.АС—ОС.АВ=0; 


это—простфйшее соотношене между четырьмя точками А, В, С, р 
прямой лини. 

3) Наконец, если Д будетъ въ безконечности, то общее уравнене 
обращается въ уравнене Стеварта, именно: . 


ЕА?.ВС-+ ЕВ. АС-—ЕС*.АВ + АВ.ВС.СА. 
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и(п—1)("и—2)(и—3) 


= 
с и Юи—2)п—3)и—4)и 5) 
— 2. 4*. 6* 


й. Т. д, 


Если точка, изх которой опускаются перпевдикуляры, взя- 
та на окружности, то формула обращается въ 


1.3.51 ....( 
1.2.3.4 .... 


"9 В". (Предл. 89). 
Въ этой общей теорем заключаются предложенля 3, 5, 
22, 23, 28, 29 и 45. 


2. Положимь, что в5 круть радзуса В вписань правил- 
ный мнооуюлникь, имъюиий т сторонь, и пусть п 0у- 
деть число меньшее т; 


Если возьмемь ироизвольно точку на разстояни © отъ 
центра кра, то сумма Зи-ыль степеней разстоянай этой 
точки отъ вершинь мнолоуюльника будеть равна 


т В" а В" В" ит. д.), 


1дъ а есть коэффииленть вторалю члена бинома, возвыщен- 
нало в5 степень п; 6— коэффииенть третьяю члена; с— 
четверталю и т. 9. (Предл. 42). 

Если точка взята на‘окружности, то формуза обращаетя въ 


1.3.5.1.... (2—1) 


"1.2.3.4... п 1”, (Предя. 41) 


Въ этой общей теоремБ заключаются предложеня 4, 36, 
27 и 34. 

3. Даны, здъ уюдно, т точек и столько-же количеств а, 
р, с...туслть будеть и число меньшее т; можно наити п-—-1 
друзихь точекь тахз, чтобы сумма помноженныхь соотвът- 
ственно на а, 6, с... 2п-ыхз степеней разстоянй какой члюдно 
точки оть данныхь точекь находилась съ суммою Эп-ыхь 
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степеней разстоянй той же точки отъ найденныхь то- 
чекь в5 отношенти 


(а--ф-нс-.....) : (п-+1) (Предл. 44). 


Въ этой теорем заключаются предложеня 11, 12, 323, 
33, 43. 


4. Даны т какиль нибудь прямыхь и столько же коли- 
чествз а, Ь, с...; пусть п будеть число меньшее т; можно 
всезда найти пи--1 друзихь прямыхь такз, чтобы сумма 
помноженныхь соотвътетвенно на а, 6, с... п-ыль степе- 
ней разстоянй произвольной точки оттз данных прямыль 
находилась с5 суммою п-ыхь степеней разстоянй той же 
точки оз найденныхь прямыхь в отношени 


(ан ф-нс-.....) : (и!) (Предл. 49 и 53). 


Эта теорема заключаеть въ себЪ предложевя 17, 21, 24, 
25, ЭТ, 38, 42, 50, 51, 52: 

29) Мы нашли, что изложене двухъ посл$днихъ теоремъ 
можно представить въ болфе общемъ и довольно любопыт- 
номъ видф. Вм$етЪ съ тБмъ соотношенемъ между 27-ыми 
степенями разетояюй произвольной точки отъ данныхъ и 
найденныхъ точекъ, соотношенемъ, которое составляетъ пер- 
вую изъ этихъ теоремъ, существуетъ еще подобное же соотно- 
шен!е между степенями 2(и—6) тёхъ же разетоянй, при чемъ 
< можеть имЪфть вс величины 0, 1. 2... (и—1); такимъ об- 
разомъ между разетоян1ами произвольной точки отъ данныхъ 
и найденныхъ точекъ будеть существовать я соотношений. 
Въ теорем Стеварта указывается только одно изъ нихъ, 


Посл$днее изъ такихъ соотношевй будетъ имЪть м$ето 
между квадратами разстоянй. Оно показываетъ, что найден- 
ныя точки имфютъ одинъ центръ тяжести съ данными точ- 
ками, если въ посл$днихъ предположимь массы а, 6, с..., 
массы же въ найденныхь точкахъ предположимъ равными. 

Подобнымъ же образомъ во второй теорем$, предетавляю- 
щей соотношен1е между 7-ыми стененями разстояй какой 
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нибудь точки отъ данныхъ и найденныхъ прямыхъ, мы 0у- 
демъ имфть подобное же соотношене между ("—25) степе- 
нями разстоянй; при чемъ с можетъ имЪфть веЪ величины 


праиионто, 


п-—1 , , 
0, 1, 2... до —5 —› когда и нечетное,и до —— , когда ® чет- 


ное. Такимь образомъ между разстоявями произвольной 

точки отъ данныхъ п найденныхъ прямыхъ будетъ существо- 
и—1 и—2 . 

вать —_—, или -—-—, различныхь соотношенй вмфето од- 


ного, заключающагося въ теорем Стеварта. (См. Прим ча- 
не ХХП). 


30. Мы нашли также, что дв$ первыя изъ приведенныхъ 
выше теоремъ относительно правильныхъ многоугольниковъ 
вписанныхь и описанныхь предетавляютъ частные случаи по- 
добныхь же теоремъ для коническихъ сЪченй; он ведуть 
ко множеству свойствъ этихъ кривыхъ и эти свойства ка- 
жется не были еще до сихъ поръ замЗчены. Проиетекаюпия от- 
сюда многочисленныя теоремы являютея въ н$Ъкоторомъ 
смыел$ любопытными обобщенями извзетныхъ свойствъ со- 
пряженныхъ д1аметровъ и рад1усовъ векторовъ, проводимыхъ 
въ фокусы. 

Запасъ разнообразныхь свойствъ коническихъ сЪфченй ка- 
жется неистощимымъ. Веяк1й день открываются новые пути 
для ихъ изученя. Не должно думагь, что подобныя изыека- 
шя праздны или имфютъ мало интереса. Каждое откры"е 
въ этой области есть предвЪ стникъ болЪе важныхъ и общихъ 
открыт, которыя увеличиваютъ значене коническихъ с5че- 
ий во вефхъ отдЪлахъ математики и дають возможность от- 
крывать аналогичныя свойстваво множеств® кривыхъ высшихъ 
порядковъ, —свойства, до которыхъ трудно было бы дойти, из- 
слВдуя прямо эти весьма сложныя и трудно изучаемыя кривыя. 

31. РгорозИотез деотейчсае Стеварта состоятъ изъ двухъ 
книгъ: въ первой содержится шестьдесятъ, во второй —пять- 
десятъ два предложеня. 

Ве они относятся къ прамой лини и кругу. 


\ 
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Въ первыхъ предложев1яхъ выражается общее свойство 
четыреугольника, доказанное Паппомъ въ леммахъ кь пориз- 
мамъ Евклида: всякая прямая встръчаеть четыре стороны 
% двъ длонали четыреутольника в5 шести точкахь сбра- 
зующиить инволюцяю. 

Въ ПримБчанши Х сказано, что это соотношзн!е можеть 
быть выражено помопию шести или помош1ю восьми отр%з- 
ковъ. Соотношене между шестью отрфзками доказано было 
Паппомъ; Стеварть же употреблялъь соотношен1е между 
восемью отр$зками; овъ доказалъ его во всей общности въ 
59-мъ предложеши первой книги. 


Предшествующя предложеня 51—58 суть частные случаи, 
служивиие Стеварту для постепеннаго перехода къ общему 
предложен!ю. 60-е предложене, поелЪднее въ первой квиг%, 
есть также частный случай, когда дв стороны четыреуголь- 
нгка параллельны. 

Предложен1я 6—13 второй книги представляютъ другая 
свойства четыреугольника; въ изложен ихъ не входилъ 
инволюц1онное соотношен1е, но они могутъ быть изъ него 
легко выведены. ВсЪ эти предзложен1я относятся къ извЪет- 
ной теоремЪ, которая, по свидЪтельству Паппа, ВХОДИ 8 ВЪ 
составъ поризмъ Евклида, именно: сли три стороны пере- 
мъннало трелольника вращаютея около трехз непобвиж- 
ныхь п70люс0вё, расположенныхь на одной прямой, ц д0%ъ 
вершины езо движутся по двумь даннымь неподвижнымь 
прямым, то третья вершина описываеть прямую, про- 
ходящую черезь точку пересъченля двухь первыхь. Стевартъ 
не излагаетъ этой теоремы въ общемъ видЪ, а доказываетъ 
только различные частные случаи ея. Кажется, онъ незамЪ- 
тилъь тфеной связи этой теоремы съ общимъ инволюц1он- 
нымъ соотношенемъ между отрЪзками, образуемыми на сЪ- 
кущей четырьмя сторонами и двумя дагоналями четыре- 
угольника. 


32. Предложен!я о круг можно разематривать, какъ от- 
носяцяся къ образованию этой кривой посредствомъ перс- 
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сфчен!я прямыхъ, вращающихея около двухъ неподвижныхь 
полюсов, причемъ эти прямыя образуютъ на трансверсали 
отр%зки, удовлетворяюще н$которымъ соотношен!ямз. 

Мы распредЪлили эти предложен!я на три группы. 


Въ первой—два полюса расположены на окружности, тран- 
сверсаль же иметь положен!е произвольное. 


Во второй—полюсы помфщены произвольно, причемъ одинъ 
изъ нихъ можеть находиться и ва окружности; трансвер- 
саль же параллельна прямой, соединяющей полюсы. 


Наконецъ въ третьей груплЪ полюсы опять расположены 
произвольно, но трансверсаль перпендикулярна или наклонна 
къ прямой, соединяющей полюсы. 


Во веЪхъ предложеняхъ первой группы говорится объ 
отр$зкахъ, образуемыхъ на хордЪ круга четырьмя сторонами 
вписаннаго четыреугольника. 


Можно подумать, что здЪеь рЪчь идеть о теорем Де- 
зарга, но это не такъ: Стеварть выражаеть соотношене 
между отр$зками не однимъ уравнен1емъ, какь Дезаргъ, а 
двумя уравнен1ями, въ которыхъ входатъ одна точка п два 
вспомогательные отр$зка. 


Исключен1!е этихъ отрЪзковъ, которое не было сдЪлано 
Стевартомъ, привело бы его къ соотношентю между одними 
только отр$зками, образуемыми на хорд круга четырьмя 
сторонами четыреугольника; но это соотношене предета- 
вляется не въ обыкновенной форм$ инволюцщ1и шести точекъ, 
и въ видБ трехчленнаго уравнен!я; поэтому мы должны ду- 
мать, чго Стевартъ не зналъ теоремы Дезарга, или по край- 
ней мЪрЪ ве пользовался ею въ своемъь сочинен!и. 

Теорема, полученная этимъ геометромъ, доказана въ общемъ 
ввдЪ въ предложен1яхъ 46, 47 и 48 второй книги. Пред- 
ложеня 41—45 суть частные случаи, служапие для перехода 
къ общему предложению. 

Предложеня 29 — 38 относатея къ свойствамъ четыре- 
угольника вписаннаго въ кругъ; при изложени ихъ Стевартъ 
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употребляетъ только одно уравненте, въ которомъ мы узнаемъ 
частные случаи теоремы Дезарга. 

Два предложения 39-е и 40-е заключаютъ въ себЪ слфдующее 
зам чательное свойство вписаннаго въ кругъ четыреуголь- 
ника: хвадролиз прямой, соединяющей точки встръчи про- 
тивоположныхь сторонъ, равен5 суммъ квадратов каса 
эпельныхь, проведенныхь изъ этихь точекь кз окружности. 


Предложене это, подобно предыдущимъ, легко выводится 
изъ теоремы Дезарга. 

33. Почти вся вторая книга посвящена предложенямъ 
объ отрфзкахъ, образуемыхъ на трансверсали двумя подвиж- 
ными прямыми, вращающимися около двухъ неподвижныхъ 
полюсовъ, пе лежащихъ на окружности. 


Въ предложен1яхъ 14—21 и 44—52 траневерсаль парал- 
лельна прямой, соединяющей полюсы. Предложеня 23, 25 п 
26 первой книги относятся сюда же. 


Легко замЪтить, что во всфхъ этихъ предложен!1яхъ со- 
отношен1я между отр$зками выражаются уравненями второй 
степени. 

Вотъ 4 р7107з причина этого обстоятельства и въ то же 
время средство придти прямо къ теоремамъ Стеварта и воз- 
становить ихъ въ случаЪ утраты. 


Когда точка пересБчен1я двухь вращающихея прямыхъ 
описываеть вообще коническое сЪчене, то отр$зки, обра- 
зуемыена неподвижной трансверсали, параллельной съпрямой, 
соединяющей полюсы, удовлетворяютъ соотношеню второй 
степени; обратно, когда отр$зки имфють между собою со- 
отношен!е второй степени, — точка ветрзчи вращающихся 
прямыхъ всегда описываетъ коническое сЗчене (какъ мы 
докажемъ это въ приложен1яхъ нашего принципа +0м03ра434). 
И такъ, вопервыхъ, если кривая есть кругъ, то отрЪзки 
должны удовлетворять соотношеню второй степени. Во- 
вторыхъ, если дадимъ себф два полюса, положене тран- 
сверсали и желаемую форму соотношен1я второй степенл 
между отр$зками, то получимъ два условныя уравненя для 
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выражен!я требован!я, чтобы коническое с$чене, описывае- 
мое точкою пересЁчен!я вращающихся прямыхъ, обращалось 
въ кругь. Изъ этихъ уравневЙ можемъ опред$лить величины 
двухъ изъ множества неопредЪлевныхъ количествъ, именно: 
каэффицентовъь соствошен1я, положев]й двухъ полюсовъ и 
трансверсали и положен1я двухъ на ней точекъ, отъ которыхъ 
считаются отр5зки. 

ЗамЪчане это даетъ ключь ко вс$мъ теоремамъ Стеварта. 
Оно прилагается также и къ доугимъ подобнымь же пред- 
ложенямъ этого геометра, пом$щеннымъ Симсономъ въ его 
Грактоалтиь о поризмаль. Въ четвертомъ изъ пяти предложе- 
ни, данныхь Ферматомъ подъ именемъ поризмъ, мы имфемъ 
кажется первый образецъ этого рода предложешй о круг$. 

34. Въ перечиеленныхь нами предложеняхъ Стевартъ 
‘’подражалъ Фермату; потомъ онъ обобщилъ его мыель, раз- 
сматривая отрЪзки на трансверсали, им$ющей какое угодно 
положенге. 

Так1я свойства круга заключаются въ девятнадцати пред- 
ложенляхъ 22—40. 

одЪеь отрЪзки, образуемые вращающимися прямыми на 
трансверсали, не имБютъ уже между собою постояннаго со- 
отношен1я второй степени и здЪЗсь уже не такъ легко, какъ 
въ предъидущемъ случаЪ, замЪтить общую форму различ- 
ныхь соотношен!, доказываемыхь Стевартомъ. Не смотря 
на это, мы убЪдились, что эти соотношен1я могутъ быть 
выведенн изъ сл$дующаго общаго свойства коническихъ с$- 
ченйй. 

Даны два неподвижные полюса и трансверсаль, встртъ- 
чающая в5 точкь Е прямую, всоединяющую полюсы; на тран- 
сверсали взята еще неподвижная точка 0; 

Если около полюсов5 будемь вращать двъ прямыя, пере- 
скающяя трансверсаль вх точкахь а, а’, такз чтобы меж 


7; 1 


Од |) 
ду величинами та и Го сохранялось постоянное соотно 


шенае второй степени, то точка пересъчентя прямых 
будет описывать коническое съченде. 


з 
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Й обратно, если точка встрЪчи двухъ прямыхь описываетъ 


; 


Ой а 
коническое сЪчене, то между тай ри) будетъ сущсетво- 


вать соотношене второй степени. 


Эта общая теорема можетъ вести ко множеству свойетьъ 
круга, такъ какъ всегда будемъ кмфть два услов1я, выражаю- 
пя, что описываемое коническое с$чевле есть кругъ. По- 
мощию этихъ условй опредфлатся или два коэффищента въ 
соотношен!и, или положен1е какихъ-нибудь двухъ составныхъ 
частей фигуры. 

35. Кажется, что никто впослЪдетв1и не продолжаль из- 
слЗдоваюнй Стеварта о подобныхъ свойствахъ круга. 


Теперь пренебрегаютъ такого рода геометрическими изы- 
скан1ями, разечитывая въ случа нужды обратиться къ по- 
мощи анализа. Но понятно, что эти изысканя считались бы 
полезными и необходимыми, если бы имфлось въ виду про- 
должать геометричесме труды древнихъ и геометровъ пред- 
шествующаго стол$тя. Мн$ кажется, что именно эта мысль 
руководила изслфдовашями Карно въ его деотейче 4е роз- 
Нот и Треоче 4ез гапзсстзиез. По своему философскому пла- 
ву сочинен!я эти, подобно сочиневямъ Симеона и Стеварта, 
сближаются, по моему мифн!ю, еъ данными и съ поризмами 
Евклида. Это истинныя дойолненая къ геометрии, считавиия- 
ся у древнихъ необходимыми какъ для теоретическихъ, такъ 
и для практическихъ приложен геометрии. 


36. Предложенный нами разборъ сочиненшй Стеварта по- 
казываетъ, что въ нихъ заключалось много предложений, до- 
казанныхъ въ отдфльности, но предетавляющихь частные 
случаи одни другихъ. Таковъ обыкновенный и неизбо$ жный 
путь геометра, переходящаго отъ предложеня простЪйшаго 
къ болфе общему, потомъ кь еще болБе обширному ит. д.; 
при этомъ выводъ сколько-нибудь общаго предложен1я тре- 
буетъ предварительнаго доказательства многихъ частныхъ 
случаевъ. Теперь мы можемъ доказать сразу и прямымъ пу- 
темъ самыя общля изъ этихъ предложенй и затЪмъ, раз- 


» 
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сматривая ихъ во всей общности, примБнить къ нимь т5 же 
изысканы, которыя дЪлались прежде надъ ихь простфйшими 
случаями. Такая простота, до крайности облегчающая изуче- 
н!е, несомнЪнно свидЪтельствуеть объ уси$хахъ геометрии 
въ послБднее время; и та же простота проникла бы п во 
вс$ приложен1я геометри къ великимъ вопросамъ, изел$- 
дованнымъ Гюйгенсомъ и Ньютономъ, еслибы исключительная 
наклонность къ анализу, который олинъ подлержлвается въ 
учрежден1яхъ, назначевныхъ для развит1я и распространен1я 
наукъ, не отстранила изучентя и употребленя  другаго 
метода “'). 

Въ предислови къ Руороз’Шотез Сеотей“чгас Стевартъ за- 
явиль, что онъ издасть еще друпе томы о т5хъ же геоме- 
трическихъ предметахъ. Не знаю, были ли найдены въ его 
рукописяхъ изслЪдовав1я, долженетвовавиия войти въ составъ 
ЭТИХЪ ТОМОВФ. , 

37. Ламбертъ (1728—1777). Знаменитый „Ламбертъ, 
второй Лейбницъ по объему и глубин своихъ познаний, 


%1) Ск ькуть безь сомнфн1я, что въ математик, какъ и во всякой 
другой отрасли наукъ, вкусы свободны и что ученые сами должны от- 
вфчать за пренебрежен!е, въ которомъ ови оставляютъ геометр!ю. ВБ”. 
отвфтъ на это скажемъ прежде всего, что мы согласны признать ве- 
обходимость препмущественнаго п даже исключительнаго преподаван1я 
анализа, по причин его всеобъемлемости, но только въ такихъ учрехж- 
ден!яхъ, гдЪ науки математическая изучаются сами для себя; въ виду 
же приложен1й математики къ научнымъ вопросамъ и къ интересам 
общественной жизни, на публичныхъ курсах, назначающихся исклю- 
чительно для изложеня вовыхъ открытй и для знакомства съ разно- 
образными отдфлами математики должна по нашему мныфн1ю, найти 
себЪ мЪсто и геометр1я съ прекрасными методами, которыя она до- 
ставила великимъ геометрамъ двухъ послфднихъ столфтИ, и съ ея усо- 
вершенствован1ями въ послфднее время. Однако на этихъ курсахъ из- 
лагаются только статьи по анализу и только таюя открыт!я, которыя 
можно изложить помопию анализа: можно ли же сказать, что вкусы 
свободны? Такое равнодупие къ столь важной отрасли математическихт, 
знан!й, или, лучше сказать, устранев1е ея, неразумно и очень много 
вредитъ усп$хамъ этихъ знан1й: всЪ науки, такъ тфено связаны другъ 
еъ хругомъ, что отсталость одной останавливаетъ развит1е другихт. 
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долженъ быть включенъ въ число геометровъ, которые въ 
то время, когда вс умы увлечевы были богатетвомъ анализа, 
сохранили знане геометруи и любовь къ этой наук$ и вос- 
пользовались ею для самыхъ глубокихъ приложений. 


Въ его мночисленныхъ сочинен1яхъ часто встрЪчаются 
различные вопросы чистой геометри. Мы должны особенно 
указать на его геометрическе трактаты о перспективь и 
о кометаль. 


Сочинен!е Ламберта о перспектив появилось сначала въ 
1759 году; потомъ оно издано было въ 1773 году съ при- 
бавленемъ второй части, въ которой Ламберть, пользуясь 
способомъ перспективы какъ геометрическимъ премомъ, 
доказалъ мнопя предложен1я о начертательныхъ свойствахъ, 
входящихь теперь въ теорлю трансверсалей, и положилъ 
начало той части геометрли, которая теперь называется 460- 
метрлею линейки. 


Трактатъ о кометахъ, подъ заглавемъ 11907107ез огоЧае 
сотёатит рторчейщез (т-8‘, Апозроиго, 1761), содержитъь 
чието геометрическое изложен!е многозисленныхъ свойствъ 
коническихъ сЪчен, свойствт. или чисто начертательныхт, 
или служащихъ къ измфреню элементовъ коническихъ сЁче- 
н1й; эти прекрасныя открытя приложены къ опредЁфленю 
движевня кометфъ. 


Особенно замБчательно слЗдующее свойство эллипса, ко- 
торое получило важное значене въ теори кометз. 


Если в5 двухъ эллитсахь, построенныхь на общей бол- 
110% оси, возьмемь де дули, стязиваемыя равными ордами, 
и притомь такь, чтобы суммы ра0д'усовз векторов, про- 
веденныхь изъ фокусовь къ двумь соотеътетвующимь кон- 
цамь этиль 0415, были также фавны между собою; 110 
площади секторовз, заключающихся 5 каждомь эллитеь 
между дуюю и двумя радзусами векторами, будут от- 


носиться как5 квадратные корни из5 параметровь. (Бес+. 
4, ]ет. 26.) 
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Разематривая эллипеъ какъ планетную орбиту, и вставляя 
вмфето секторовь времена прохожден1я соотв тствующихъ 
имъ дугъ, на основати Ньютонова принципа пропорцональ- 
ности временьъ съ площадями секторовъ, раздЪленныя на 
квадратный корень изъ параметра “‘*), мы отсюда заключаемъ, 
что въ двухъ вышеупомянутыхъ эллипсахъ времена употре- 
бляемыя на прохождене двухъ секторовъ одинаковы. 


Теорема эта даеть средство приводвть вычислен1е времени, 
употребляемаго на прохожден1е дуги даннаго эллипса, ко вре- 
мени прохождения дуги какого угодно другаго эллипса, им$ю- 
щаго ту, же большую ось, и даже—ко времени прохождения 
части большой оси. такъ какъ эллипсъ обращается въ свою 
большую ось, когда другая ось исчезаетъ, и тогда большая 
ось дфлается орбитою движущейся точки. 


Геометрическая соображен1я Ламберта очень просты, но 
тзмъ не менфе они привели его къ самой важной теоремЪ 
теор1и кометъ и позднзйпия аналитизеск1я доказательства 
этой теоремы потребовали всБхъ усний анализа. 


Свойство эллипса, лежащее въ основаши этой теоремы, 
принадлежитъ также и гиперболическимт секторамъ; это до- 
казано было геометрически знаменитымъ Лекселемъ, въ ме- 
муар котораго ‘?) находится много другихъ свойетвъ ко- 
ническихъ сЪфченй. 

Ламбертъ часто возвращался къ теорйи движеная планетъ 
и къ вычислен1ю орбитъ; онъ нашелъ возможнымъ еще извлечь 
много пользы изъ геометруи при замфнЪ анализа графи- 
ческими построенями въ вопрос объ опредЗленаи комет- 
ныхъ орбитъ по тремъ наблюдевшямъ “*“). 

Мы не можемъ указать въ многочиесленныхъ трудахъ Лам- 
берта другихъ изел$доваюй, заслуживающихь признательно- 


32) Рутесйла, НЪ. Т, 3е6+. 3, ргор. ХТУ. 

\') Петербургсвые М№оза Аба +. Т, 1783. 

\) Этотт способъ развить подробно и приложенъ ко многимъь при- 
мфрамъ въ третьей части собран1я мемуаровъ Ламберта: Вейт’&де гит 
МсйетайсЁ, еёс. ВехИп, 1765 —1772, 4 уд]. ш—5°. 
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сти со стороны любителей чистой геомегри, такъкакъ большая 
часть его сочинен! написана по н%мецки. 

38, Этимъ мы оканчиваемъ обзоръ развит1я и значен!я гео- 
метры втечеме ХУШ в$ка, составляющаго нашу четвер- 
тую эпоху. Любовь и навыкъ къ геометрическимъ изыска- 
намь угасли и мы зат$мъь можемъ встрЪтить только отдВль- 
ныя изел5дован1я, разеБянныя въ академическихь изданяхъ, 
Н$®которыя изь такихь изслфдоваЙ дали бы намъ поводъ 
упомянуть зваменитыя имена Эйлера, Лагранжа, Фусеа, “ек- 
селя и др.; обобщая поередетвомъ новЪйшихь способовъ 
первые результаты этихъ знаменитыхъ геометровъ, мы могли 
бы показать, что геометртя сдБлала въ поесл$днее время не- 
сомнзиные успзхи и что она способна къ рЪшительному 
усовершенствовантю, которое со временемъ должно умень- 
шить разстоян1е, отдЪляющее теперь эту науку отъь мате- 
матическаго анализа. 

Но мы спфшимъ къ концу, повыя же подробности отдали- 
ли бы насъ отъ него. 


ГЛАВА ПЯТАЯ, 
ПЯТАЯ ЭПОХА. 


1. Начертательная геометрля. Въ посл днее время, 
посл почти вЪковой остановки, чистая геометр1я обогатилась 
новымь учешемь — начертательной зеометузей, которая 
представляеть необходимое дополнене аналитической гео- 
метр!и Декарта и которая, подобно ей, должна была принести 
неисчислимые результаты п отм$тить новую эпоху въ истори 
‘геометрии. 

Этою наукой мы обязаны творческому геню Монжа. 

Она обнимаетъ собою двЪ задачи. 

Вопервыхъ, задачу— представить на плоскости всякое т$ло 
опред$ленной формы и такимъ образомъ привести къ по- 
строенямъ на плоскости так1я графическля операщи, которыя 
были бы невыполнимы въ пространств%. 


Вовторыхъ задачу— вывести изъ этого представлен1я тЪлъ 
математичеекя соотношен1я между ихъ формами и взаимными 
положенями. 


Это прекрасное изобрЗтене назначалось первоначально 
для практической геометрли и для зависящихъ отъ нея ис- 
кусствъ; дЪйствительно, начертательная геометр1я предета- 
вляетъ общую теорзю ихъ и приводитъ къ небольшому числу 
отвлеченныхъ и неизм$нныхъ принциповъ и къ удобнымъ 
и всегда в$рнымъ построенмямъ—всЪ геометрическая дЪй- 
стая, представляюпияся при обд$лкЪ камней и дерева, въ 
перспехтив, фортификацши, гномоникЗ ит. д.; — дЪйств1я 
| 14 
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которыя, до тТ5хъ поръ выполнялись помошаю способовъ без- 
связныхъ, ненадежныхъ и часто недостаточно строгихъ. (См. 
Примфчане ХХ. 


2. Но кром$ важности этого перваго назначен1я, благодаря 
которому рацональность и точность внесены въ искусства, 
начертательная геометр1я иметь другое важное значене, 
именно для чистой геометр1и, и вообще для наукъ матема- 
тическихъ, которымъ она оказала существенныя услуги во 
многихъ отношен1яхъ. 

Начертательная геометрля, будучи графическимъ перево- 
домъ общей рацональной геометрии, послужила свЪточемъ при 
изысканши и истолковани результатовъ геометр1и аналити- 
ческой; по характеру своихъ пр1емовъ, имфющихь цЪфлю 
установить строгое и полное соотношене между фигурами, 
дфйствительно начерченными на плоскости, и тБлами во- 
ображаемыми въ пространств, она ближе ознакомила съ 
геометрическими формами; она дала возможность предста- 
влять ихъ скоро и точно и т5мъ удвоила наши средства 
изслдован1я въ наук о пространств. 


Благодаря этому, геометр1я получила возможность еще легче 
вносить свойственную ей общность и очевидность также и 
въ механику и въ другя физико-математическая науки. 

Полезное вмяне начертательной геометри распростра- 
нилось естественнымъ образомъ и на нашъ математичесяй 
языкъ: онъ сдфлалея удобнфе и яензе, освободившиеь отъ 
осложненныхъ фигуръ, отвлекавшихъ вниман!е отъ сущности 
дЪла и отягощавшихъ воображене и изложенте. 


Однимъ словомъ, начертательная геометр!я подкр$пила и. 
развила нашу способность къ представлен1ю; сообщила болЪе 
вфрности и ясности нашимъ сужденаямъ, болзе точности и 
чистоты нашему языку; въ первомъ отношенш она была не- 
измфримо полезна для наукъ математическихь вообще. 

3. Разсматривая въ частности начертательную геометр!ю 
только какъ геометрическй способъ, мы опять находимъ, 
что она принесла чрезвычайную пользу наук$ о пространств$. 
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По своимъ основнымъ положенямъ и по тЪмъ постояннымъ 
соотношенямъ, которыя она устанавливаеть между плоскими 
фигурами и фигурами трехъ измфревй, она являетея епо- 
собомъ изыскан!я и доказательства для рац1ональной гео- 
метр; по своимъ пруемамъ, представляющимъ для практи- 
ческой геометр1и тоже, что ариеметика для вычислен!й, она 
даетъ средства къ ршенно а 171074 такихъ вопросовъ, въ 
которыхъ геометр1я Декарта, столь могущественная при дру- 
гихъ обстоятельствахъ, останавливается передъ преградами 
встр$чаемыми алгеброй. 

4. Въ Тгайе 4е Свотенчле Чезстрйие Монжъ даль первые 
прим$ры той пользы, которую можно извлечь изъ тЪснаго 
и систематическаго сближеня между фигурами двухъ п трехъ 
измфрен!. Подобными соображен!ями онъ съ р%дкимъ изяще- 
ствомъ и совершенною очевидностшю доказаль прекрасныя 
теоремы, составляющя теорю полюсовъ кривыхь лин 
второго порядка, свойство центровъ подоб1я трехъ круговъ 
лежать по три на прямыхъ лишяхъ и различныя другя пред- 
ложеня геометр1и на плоскости. 

ПослЪ того ученики Монжа съ усп$хомъ развивали эту 
совершенно новаго рода геометр1ю, которую часто и по 
справедливости называють именемъ школы Монжа и которая, 
какъ мы сказали, состоитъ въ примЗнени плоской геометри 
къ изслБдовашямъ въ геометр!и трехъ измфрений. 

Открыт!я, сдфланныя этимъ путемъ, весьма многочисленны; 
изложене ихъ представило бы безъ сомнфн1я весьма интерес- 
ную страницу въ истор1и геометр1и; мы не можемъ слЪлать 
здесь этого, не можемъ войти во мномя подробности, ко- 
торыя черезь мЪру увеличили бы это сочинене \). 


') Геометръ Бр1аншонъ одинъ изъ первыхъ замфтилъ всю важность 
новаго способа и въ мемуарЪ, напечатанномъ въ 13-Й тетради отли 
4е Г есще ройпдесрилщие, 1810, представиль объ этомъ предмет новыя 
и обширння соображеня, которымъ Понселе, какъ самъ онъ говорите, 
обязанъ первою мыслю тЪхъ прекрасныхъ и многочисленныхь теоме- 
трическихь изыскавЙ, которыя заключаются въ его Тхайе 4ез фтор7че- 
#6$ ртоуесНисз. Школа Монжа много обязана также \Кергонну, который 

„4% 
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5. Шлемь, помощ котораго Монжъ преобразовывалъь 
фигуры трехъ измфренй въ фигуры на плоскости, т. е. 
прямоугольное проложен!е на дв$ перпендикулярныя плос- 
кости, которыя потомъ совмфщаются, — даетъ споеобъ откры- 
вать множество предложевй плоской геометр1и о фигурахъ 
происходящихь отъ совокупности обфихъ проэкцй. НЪтъ 
чертежа (эпюра, 6рите) въ начертательной геометрш, ко- 
торый не выражалъ бы какой-нибудь теоремы геометр!и на 
плоскости. Въ большую чаеть такихъ теоремъ входятъ па- 
раллельныя между собою линш, перпендикулаярныя къ прамой, 
означающей перес$чене двухъ плоскостей; но посредствомъ 
перспективнаго проложен!я фигуры на другую плоскость 
можно сдЪлать эти лини сходящимися въ одной точк$ и 
сообщить теорем$ полную общность. 

Это, какъ мы уже сказали, есть весьма богатое средство 
доказывать множество предложен1й плоской геометри со- 
вершенно новымъ и особымъ путемъ. НапримЪръ этимъ спо- 
собомъ можно доказать, если не всЪ, то большую часть 
теоремъ теор1и трансверсалей и большую часть неисчисли- 
мыхъ свойствъ коническихъ сЗчений. 

Возьмемъ для примфра чертежъ, съ помощю котораго опре- 
дфляется точка пересЗченя трехъ плоскостей; эта точка на- 
ходится въ перес$чени трехъ прямыхъ, по которымъ плос- 
кости пересЗкаютея между собою попарно; хоэтому про- 
экии этиль трехь прямыть на двъ ‘плоскости проэкий 
проходят черезь одну точку; отсюда получается очевидно 
слБдующая теорема. 

Представимь себъ на плоскости два треуюльника, ко- 
торых5 стороны встръчаются попарно 05 трелхз точках, 
дежащихь на одной прямой Г; черезь произвольную точку 
проведем три прямыя кз вершинемь первало треуюльника 


служилъ ей какъ своими собственными трудами, всегда проникнутыми 
тлубокимь философскимъ взглядомъ, такъ и въ качеств издателя 4я- 
пез 4е Майфетайдиез, гд№ онъ помфщалъ сочинен1я бывшихъ воспи- 
танииковъ политехнической школы. 
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и продолжим5 илз 90 певесъьченя в5 трех точкахь сз пря- 
мою 1; потомь три посльдная точки соединимь соотвът- 
ственно съ вершинами вторазо треуюльника: три такая 
прямыя пройдуть черезь одну точку. 

Эта теорема даетъ множество слфдетв!й; мы ограничимся 
зам чанемъ, что изъ нея, какъ слЪдетв1е, получается тео- 
рема Дезарга, о которой мы уже говорили (вторая эпоха, п‘ 
28); для этого достаточно взять произвольную точку въ пере- 
сфчени двухъ праямнхъ, соединяющихъь вершины перваго 
треугольника съ соотв$тетвенными вершинами втораго. 


Чертежъ, помошию котораго строятея елБды плоскости, 
проходящей черезъ три данныя точки, ведетъ къ другой по- 
добной же теорем и изъ нея, какъ сл$детв1е, проистекаеть 
теорема взаимная Дезарговой. 

6. Этоть способъ съ такою же простотою ведетъ къ свой- 
ствамъ коническихъь сБченшй и даже кривыхъ какой угодно 
степени. | 

Такъ напримфръ, представимъ себф коническое сфчеше 
на горизонтальной плоскости, какъ основан1е цилиндра съ 
извЪ стнымъь направлешемъ образующихъ; построимъ слЪдъ 
этого цилиндра на вертикальной плоскости и потомъ сд$- 
лаемъ перспективу всего чертежа на какую нибудь плоскость; 
мы получимъ фигуру, которая представляеть черчете по 
одному произвольному коническому с$ченю другаго кони- 
ческаго с$чешя при помощи перес$ченй прямыхъ, исхо- 
дящихЪ изъ двухъ неподлвижныхъ точекъ. 

Если вмЪ$ето перваго коническаго сЪчен!1я возьмемъ кривую 
какой угодно степени, то получимъ другую кривую той же 
степени. 

Итакъ, здЪсь мы имфемъ способъ для преобразованя на 
плоскости какой угодно кривой въ другую кривую того же 
порядка. 

Яено, что касательныя ко второй кривой опредЗляются 
при помощи касательныхъ къ первой; касательныя эти пере- 
сЪкаютея попарно въ точкахъ одной прямой, именно прямой 
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перес$чен1я двухъ плоскостей проэкцй. Такимъ образомъ 
получается теорема, относящаяся къ кривымъ какого угодно 
класса. 


Дая втораго бримЪра возьмемъ вертигальный цилиндръ, 
имфющШ основан!емъ коническое сфчене въ горизонтальной 
плоскости, пересБчемъ его произвольною плоскостью и по- 
строимъ вертикальную проэкцю кривой сЪчен!я: это будетъ 
новое коническое еЗчеве. Васательныя къ этимъ двумъ кри- 
выме, будучи проэкц1ями касательныхъ къ кривой перес$че- 
н1я цилиндра съ плоскостю, соотв$тетвуютъ другъ другу по- 
парно; если съ помоцию этихъ проэкшй будемъ отыскивать 
точки ветр$чи касательныхъ въ пространств съ одною изъ 
плоскостей проэкцй, то найдемъ, что точки эти лежатъ на 
прямой, именно на слЗдБ сЪкущей плоскости на плокости 
проэкцй. Это обстоятельство ведеть въ общему свойству 
двухь коническихъ с$ченй, представлающихъ проэкци ко- 
ническаго сЪЗченля въ пространств. Сдфлавъ перспективу 
чертежа на какую-нибудь плоскость, получимъ слфдующее 
общее свойство двухъ какихъ угодно коническихъ сЪчений. 

Если черезь точку встръчи двухь общиль касательныхь 
кб 06ум5 какимь 100но коническимь съченлямь на плоскости 
проведемь: произвольно съкущую, которая встрътить каж- 
дую изъ кривыхь въ двуль точкахть, и если въ этижь точ- 
кахъ проведемь къ кривымь касательныя, то касательныя 
к5 первой кривой будуть ветръчеться с5 касательными ко 
67100 в5 четырех точкахь, расположенныхь попарно на 
двухь постоянныхь ирямыхь, положене которыть не за- 
висили5 015 положензя съкущей, проводимой через точку 
пересьченая общить касательныхь кз двум коническимь съ- 
ценлямъ. 


Эта важная въ теор1и коническихъ сЪченй теорема можеть 
быть доказана также и другими различными соображенями, 
почерпнутыми изъ геометр1и трехъ пзмфренй; такъ напри- 
\г5ръ, если черезъ коническое сБчеше проведемъ два конуса, 
имфюцае вершины въ двухъ какихъ-нибудь точкахъ про- 
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странства, то вторая кривая перес$чен1я этихъ конусовъ, 
будетъ другое коническое счете. Не трудно усмотр$ть со- 
отношен!е между такими двумя кривыми, разм5щенными въ 
пространств на двухъ конусахъ. Еели посл$ этого со- 
ставимъ чертежь, представляющий проложене втораго кони- 
ческаго сЪчен!я на плоскость перваго, то получимъ си- 
стему двухъ коническихь сЪченй на плоскости и веЪ со- 
отношен1я между кривыми въ пространств приведутъ къ 
любопытнымъ свойствамъ этого чертежа; въ числЪ ихъ на- 
ходится и изложенная выше теорема. 

7. Этихъ примЗровъ достаточно, чтобы видЪть, какъ каж- 
дый чертежъ начертательной геометр1и можеть выражать 
собою теорему геометрли на плоскости, и можно кажется 
сказать, что этотъ путь открываетъ богатый запасъ геоме- 
трическихъ истинъ. Съ такой точки зря начертательная 
геометр1я Монжа является методомъ рацлональной геоме- 
три. Мы назовемъ его М6 ое ае Тгаизтщанот 4ез пдигез. 

КромЪ этого превращев1я свойствъ фигуръ трехъ измЪфре- 
н1й въ свойства плоскихъ фигуръ мы должны еще указать 
на другое особое примБнен1е начертательной геометрии, 
именно на то, что она ведеть къ безконечному множеству 
способовъ преобразовывать плоскля фигуры однф въ друг, 
подобно тому, какъ это дЗлали Де-Лагиръ и Ньютонъ. Отсюда 
между прочимъ проистекаетъ возможность безконечно разно- 
образно достигать ц$ли, которую имЪлъ съ виду Де-Лагиръ, 
именнс—чертить помош1ю циркуля различныя коническия 
с5чен1я и такимь образомъ приводить къ плоскости перспек- 
тивныя построен1я. Въ самомъ дЪлЪ, для этого достаточно 
вообразить себ конусъ съ круговымъ основанемъ и съ 
вершиною въ какой нибудь точкБ проетранетва; зат5мъ пере- 
сЪчь этотъ конусъ произвольною плоскостью: въ перес$чс- 
ни получимъ коническое сЪчене, каждая проэкщя котораго 
можеть быть разсматриваема, какъ преобразованае проэкци 
основан1я конуса; такъ какъ эта преобразованная кривая 
можеть быть получена посредствомъ построений на плоскости, 
то цфль Де-Лагира такимъ образомъ достигнута. 
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Принимая въ соображеше неопредЗленность различныхъ 
данныхь въ этой задач, мы найдемъ, что общее р5шеше 
ея ведетъ ко множеству разнообразныхъ способовъ ип пр1- 
емовъ для рфшен!я задачи Де-Лагира. 

8. Наукою уже признана за Монжемъ та заслуга, что онъ 
сзнакомилъ насъ ближе съ геометрлей трехъ измЗрешй и 
научилъ переходить о1ъ нея къ плоской геометрш и наобо- 
ротъ; но невполнЪ еще признана важность, заключающаяся 
Въ ТомЪ 0собомъ способЪ доказательствъ, примЗры котораго 
мы привели выше; это частю зависить отъ того, что по- 
лучаемыя такимъ путемъ геометрическя истины были въ 
свое время совершенно новы, части же отъ того, что это 
были только первые примфры особаго превращен1я (бапз- 
тщайоп) фигуръ трехъ измфревй въ плоск1я и наоборотз. 
Уеп$хи единственнаго употреблявшагося до тЪхъ поръ спо- 
соба преобразован1я фигуръ, именно перспективы, —способа, 
которымъ такъ удачно пользовалея Паскаль и помощю ко- 
тораго Де-Лагиръ привелъ вс геометрическя операци къ 
построешамъ на плоскости»—были такого рода, что ими объ- 
ясняется предпочтене предъ всякими другими преобразо- 
ван1ями, какъ въ пространствЪ, такъ и на плоскоети. 


Но, если мы обратимся къ алгебр$ и будемъ искать при- 
чины ея необыкновенной пользы для геометрш, то развЪ мы 
не увидимъ, что алгебра обязана значительною долею этой 
пользы именно удобству т$хъ преобразован, которымъ под- 
вергаются въ ней введенныя первоначально выражен!я? Тайна 
и механизмъ этихъ преобразован и составляютъ сущность 
этой науки и постоянный предметъ изыекав1й для матема- 
тиковъ. Весьма естественно стараться ввести и въ чистую 
геометр1ю подобныя же преобразован!я, основываюцляся не- 
посредственно насвойствахъ исоотношеняхъ данныхъ фигуръ. 


Ленымъ доказательствомъ пользы геометрическихь пре- 
образованй служить теоря стереографической проэкщи, 
благодаря которой самыя простыя и очевидныя свойства си- 
стемы плоскихъ кривыхъ, качерченныхъ на поверхности 
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втораго порядка, прилагаются къ системЪ подобныхз и по- 
добно расположенныхъ коническихъ еБченй (включая сюда 
прямую линю и точку). Въ такимъ же преобразованамъ от- 
носятся различные способы, основывающтеся, какъ мы по- 
кажемъ, на двухъь общихь геометрическихъ началахъ, имен- 
но на началахъ двойственности и юморафуи фигуръ. 


Подобнаго рода способы, полезность которыхъ, намъ кад- 
жется, достаточно доказана, заслуживаютъ изучен1я и гео- 
метры, которые занялись бы этимъ предметомъ, оцфнили бы, 
если мы не ошибаемся, философскую важность преобразова- 
ня лучше, ч$мъ мы въ настоящей попыткЪ уяснить ее, осно- 
вываясь на способахъ Начертательной Геометрли Монжа. 


9. Черспективная Геометрля Кузинери. Уче- 
ня Монжа уже вызвали одинъ трудъ подобнаго рода, о ко- 
торомъ мы теперь имфемъ случай сказать нЪеколько словъ, 
отступая отъ хронологическаго порядка. Это Яаеотейче ре’- 
зресйое 4е Соизшегу (ш 4‘, 1828), отличающаяся оть пр!е- 
мовъ Монжа т$мъ, что авторъ употребляетъ только одну 
проэкцю, или перспектив), на плоскости. 


Веякая плоскость, каково бы ни было ея положене въ 
пространств, опредЗляется на чертежф (6риге) двумя 
параллельными прямыми, изъ которыхъ одна есть перес$че- 
не этой плоскости съ плоскостью чертежа, а вторая есть 
пересВчен1е плоскости чертежа съ плоскосттю параллельно, 
первой и проведенною черезь глазъ, т.-е. черезъ центръ, 
изъ котораго проводятся проэктируюпия лини. Подобнымъ 
же образомъ прямая лин1я обозначается двумя точками, одна 
изъ которыхъ есть перес$чене прямой съ плоскостью про- 
экщи, а другая пересБченле съ тою же плоскостью прямой, 
проходящей черезъ глазъ параллельно первой прямой. Чтобы 
опредфлить точку, нужно знать дв$ праямыя лиши, пересз- 
каюшляея въ этой точкЪ; одна изъ этихъ прямыхъ можеть 
быть проведена черезъ глазъ и, слФдовательно, изображаться 
въ перспектив одною точкой. Прлемъ этотъ очень простъ 
и остроуменъ; чертежи, къ которымъ онъ ведетъ, не особен- 
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но сложны и подобно чертежамъ начертатезьной геометри 
Монжа, способны выражать собою различныя теоремы, какъ 
зто и доказалъ Вузинери. 

Не останавливаясь на практической пользЗ, которую мо- 
жеть принести этотъ способъ въ качеств вспомогательнаго 
средства въ строительномъ искусствЪ, подобно начертатель- 
ной геометри Монжа, мы смотримъ на него, какъ на спо- 
собъ изыскан1я и доказательства множества геометрическихъ 
истинъ, и въ этомъ отношени онъ, по нашему мн$н!ю, за- 
служиваетъ вниман1я любителей геометрли. ВКузинери огра- 
ничился немногими примфрами, имя только въ виду доста- 
точно уяснить пользу евоего прлема; такимъ образомъ онъ 
открылъ новое поле для геометрическихъ изысканй, на ко- 
торомъ посл$ него можно еще нав$рное собрать богатую 
жатву. 

10. Новый способъ доказательства. По поводу 
начертательной геометр1и Монжа намъ остается еще сказать 
о влянши, которое она имфла на геометртю, введя новый 
способъ для доказательствь—способъ, который былъ отвер- 
гнутъ древними, какъ несогласный съ ихь строгими началами, 
но который въ рукахъ Монжа и геометровъ его школы при- 
велъ къ самымъ счастливымъ результатамъ. 

Сущность этого способа можно выразить слЗдующими 
словами: „Для облегчен1я доказательства, фигура, на которой 
изслЪдуется какое-нибудь общее свойство, разематривается 
при такомъ состоянш ея общаго построен1я, при которомъ 
существуютъ изв$етныя точки, плоскости, или лини, которыя 
при другихъ еоетоян1яхъ дЪлаютея мнимыми. Доказанная та- 
кимъ образомъ теорема распространяется потомъ и на тЪ 
случаи, когда сказанвыя точки, плоскости и лини становят- 
ся мнимыми, т.-е. теорема признаетея справедливою при 
всфхъ обстоятельствахъ построен!я, каыя толко можеть 
представлять разематриваемая фигура.> Геометр1я Монжа 
даетъь много прекрасвыхь примровъ такого пруема. 

Такъ напримЪръ, при доказательств, что для конусовъ, 
описанныхъ около поверхности втораго порадка и имфющихъ 
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вершины на одной прямой, плоскости кривыхъ прикоснове- 
н1я проходатъ черезъь одну прямую линю, Монжъ предпо- 
лагаетъ, что черезъ прямую, на которой расположены вер- 
шины конусовъ, могутъ быть проведены къ поверхности двЪ 
касательныя плоскости. Въ такомъ случаЪ всЪ$ кривыя при- 
косновен1я пройдутъ черезъ точки касан1я этихъ плоскостей 
и плоскости кривыхъ будуть слЪдовательно проходить черезъ 
прямую соединяющую эти точки касашя. Теорема такимъ 
образомъ доказана при сказанномъ положени фигуры; Монжь 
говорить, что предложен1е распространяется и на тотъ слу- 
чай, когда черезъ прямую, представляющую геометрическое 
мфсто вершинъ конусовъ, нельзя провести касательныхъ 
плоскостей по поверхности; другими словами—что теорема 
иметь м5ето при всякомъ положени этой прямой. 


Основашемъ этого према Монжа должно служить, какъ 
памъ кажется, зам$чане, что общее построеше фигуры мо- 
жетъ представлять два различные случая: въ первомъ дЪй- 
ствительно существуютъ и распознаются н®которыя величины 
(точки, лини, плоскости или поверхности), отъ которыхъь 
общее построене не находится въ необходимой зависимости, 
но которыя составляютъ только случайныя слфдетыя его 
(сопзедиепсез сопипденез); во второмъ случаЗ этихъ вели- 
чинъ болЪе нзть, он стансвятея мнимыми, но обпия уелов!я 
построен1я остаются т$ же самыя. 


Если, напримфръ, мы хотимъ представить себз поверх- 
ность втораго порядка и прямую лин!ю, которыя находились 
бы въ самомъ общемъ положен1н одна относительно другой, 
то при этомъ возможны два случая: прямая или проникаеть 
въ поверхность, или не перес$ кается съ нею. Оба случая 
представляють одинаковую общность, такъ какъ въ каждомъ 
изъ нихъ прямая проводится совершенно произвольно и не- 
зависимо оть даннаго положен1я поверхности втораго по- 
рядка; случаи эти отличаютея только тЪмъ, что двЪ точки 
перес$ченя прямой съ поверхностю въ первомъ случаф 
дЪйствительныя, а во второмъ—мнимыя. Мы говоримъ по- 
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этому, что точки перес$чен1я представляютъ случайны со- 
отношен1я (теайотз сопипдетез) между прямою и поверх- 
ностю. 

НЪтъ надобноети подробно разъяснять, что здЪеь мы го- 
воримъ сове$мъ не о тфхъ особеняостяхъ въ построен!и 
фигуръ, которыя обозначаются назван1емъ частныхь случаев 
(саз ратисиЙетз) п которыя получаются, когда нЪкоторыя 
‚точки, лини, или поверхности, совпадаютъ. Такъ, мы имфли 
бы частный случай въ предыдущемъ примфрЪ, еслибы взяли 
прямую, касающуюся поверхности втораго порядка; теоремы, 
доказанныя для такого случая, нельзя разсматривать, какъ 
необходимо распространяющияся на всЪф случаи общаго по- 
строения. 

11. Прлемъ, о которомъ мы говоримъ, явился, кажется, въ 
первый разъ въ прекрасныхъ примфрахъ, предложенныхъ 
Монжемъ въ его Начертательной Геометри. Потомъ этому 
пр1ему сл$довала большая часть учениковъ Монжа, но всегда, 
какъ и самъ Монжъ, молча, т.-е. не входя въ объяеневя, 
подобныя тЪмъ, которыя мы изложили выше, и не пытаясь 
подтвердить этоть смЗлый способъ разсуждения. 


Начало непрерывности. Изыскане такого рода, 
вполнз заслуживающее основательнаго обсужденя, пред- 
принято было только въ поел$днее время Понселе въ связи 
съ другими важными вопросами рапональной геометрии. 
Этотъь ученый геометръ высказаль свое начало непрерыв- 
ности въ Тгайе 4ез ртортчеез ртодесйтея; оно имъ развито 
и съ успи$хомъ употреблено вт приложеняхъ; но, намъ ка- 
жется, другле ученые должны считать это начало, за недо- 
статкомъ строгаго доказательства, только сильнымъ наведе- 
немъ и превосходным средетвомъ для предугадываня и 
открыт!я истинъ-—средетвомъ, которое однако не зам няетъ 
собою непосредственно и во всЪхъ случаяхъ строгаго до- 
казательства. | 


Нельзя ве согласиться, что еслибы геометры, пользующие- 
ся способомъ Монжа, или началомъ непрерывности, обязаны 
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были всяюЙ разъ доказывать этотъ пр1емъ чисто геометри- 
ческими соображен1ями, основанными на признанныхъ ужеи 
а 071075 доказанныхъ положен1яхъ, то всЪ извфстныя до 
сихъ поръ средства могли бы оказаться недостаточными. 
Если путь, которому они слЗдуютъ за Монжемъ, всегда ока- 
зывался взрнымъ и не оставлялъь въ ихъ ум никакой: не- 
ясности, то подобное довЪфруе, по моему мн$фн!ю, основывается 
на сознани непогрзшимости, которое въ вихъ вызвано ал- 
гебраическимъ анализомъ. 

12. Доказательство способа Монжа. И дЁй- 
ствительно, мы думаемъ, что во всякомъ отдЪльномъ случаЪ 
премъ этоть можеть быть подтверждень разсужденлями, 
основанными на общихъ началахъ анализа. 

Достаточно замЪтить, что различе двухъ общихъ случаевъ 
построен1я фигуры, 0 которыхъ мы говорили выше и ко- 
торые для насъ важны, такъ какъ въ нихь заключается по 
нашему мнфншю сущность занимающаго насъ вопроса, —ни- 
когда не разсматривается при приложен конечнаго ана- 
лиза къ геометри. Получаемые результаты примфняютея во 
всей силБ къ обоимъ общимъ случаямъ. Этими результатами 
выражается теорема, относящаяся къ существенным и по- 
стоянным частямъ фигуры (ратИез ищедгатщез её реппапеп- 
{е5), принадлежащимъ общему построеню и равно дЪйетви- 
тельнымъ въ обоихъ случаяхъ: эта теорема совершенно не- 
зависима оть второстепенныхь или случайныхь частей фи- 
гуры (ра’Нез зесопаатез, оц сопипдетез её ассз4етеЙез), 
которыя могутъ быть безразлично дЪйствительными, или мни- 
мыми, не измЗняя этимъ общихъ условй построения. 

И потому, если тавые обще результаты доказаны для од- 
наго изъ двухъ общихъ состоянй фигуры, то мы имфемъ 
право заключить, что они имБютъ м%$ето и для другаго со- 
стозвия. 

Подобное подтверждеше пр1ема Монжа, которое можно 
разсматривать, какъ доказательство а 108474071 закона не- 
прерывности, можеть представлять въ геометр1и таюя же 
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исключен!я, камя этотъ законъ предетавляеть въ другехъь 
случаяхъ; эти исключен1я будуть совершенно тЪ же, кая 
встрфчаются въ самомъ анализЪ. Сл$хуетъ, наприм$ръ, быть 
весьма осторожнымъ, примБняя этотъ завконъ къ изысканямъ, 
въ которыхъ при аналитическомъь выражеши общихъ усло- 
вй построеня оказывались бы перем$вными каюмя-либо ве- 
личины, кром величинъ и знаковъ коэффищентовъ при пере- 
мённыхъ величинахъ; напримфръ, еслибы м$нялись знаки 
показателей у перемЪнныхъ °). Нельзя также прилагать этотъ 
пр1емъ къ вопросамъ, которые при аналитическомъ изелф- 
довани приводятъ кь опред$леннымъ интеграламъ, потому 
что тогда простая перемфна знака, составляющая различе 
между двумя общими состояв1ями фигуры, могла бы совер- 
шенно изм$нить результаты, данные анализомъ. 

Но во всЗхъ геометрическихь вопросахъ, требующихъ по- 
с0б1я только конечнаго анализа, приложене котораго ука- 
зывается ученемъ Декарта, мы можемъ имфть полное до- 
вЪр1е къ пр1ему Монжа. Если, напримЪръ, мы разсматривасмъ 
въ пространетвЪ конуеъ втораго порядка и с$кущую плос- 
кость, ииубющую относительно конуса какое угодно положе- 
н1е, то существуетъь два различныя положев1я плоскости, 
удовлетворзющихъ въ одинаковой. степени услов1ю совершен- 
ной общности. Въ одномъ положении плоскость перес$каетъ 
конусъ по гипербол5, къ которой мы можемъ провести двЪ 
зеимптоты; во второмъ положенши перес$чене происходить 
по эллипеу; и двЗ прямыя, которыя въ первомъ случаЪ были 
асимптотами гиперболы, становятся во второмъ случа мни- 
мыми. Но тёмъ не менфе веякое общее свойство первой 
фигуры, если оно даже выведено при помощи асимптотъ, 
будетъь принадлежать и второй фигурз; предполагая при 
этомъ конечно, что выведенное свойство не относится прямо 


Г) Подобныя изыскан1я не могутъ, кажется, встр$чаться въ геометрии. 
Два обшля состоянйя фигуры, служащш основанемъ према Монжа, 
всегда должны различаться, по нашему мн$н1ю, при алгебраическомъ 
выражен1и только различемъ знаковъ при независимыхъ коэффищентахъ. 
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или скрытымъ образомъ (трйсйе) къ асимитотамъ, такъ 
какъ въ посл$днемъ случаЪ свойстзо это не было бы общимъ, 
независимымъ отъ тфхъ обетоятельетвъ построеня, вел$дет- 
ве которыхъ асимптомы становятся дЪйствительными или 
МНИМЫМИ. 


Сказанное о эллипс и гипербол$ не можетъ быть при- 
м$няемо къ параболЪ, такъ какъ положене сЗкущей плос- 
кости, при которомъ на конусЪ получается эта кривая, есть 
особое а не совершенно общее. Поэтому свойство пара- 
болы, доказанное на такой фигур, не можеть раепростра- 
нятьея на основани одного только принципа Монжа на 
эллипсъ или гиперболу, такъ какъ оно основывается на част- 
номъ положени плоскости относительно конуса. 


13. Подобныя же разсужден1я примЪняютея къ поверхно- 
стямь втораго порядка. Поверхности эти съ изв$стной точки 
зр$я можно раздфлить на два класса: одна изъ нихъ (гипер- 
болоидъ съ одною полостью) прикасается къ касательной 
плоскости по двумъ прямымъ, которыя все$ми точками лежатъ 
на поверхности; въ двухъ другихъ поверхностяхъ (въ эллип- 
соид$ и въ гиперполоидВ съ двумя полостями) эти прямыя— 
мнимыя. Веякое общее свойство гиперболоида съ одною по- 
лостью, доказанное при помощи этихъ прямыхъ, но въ вы- 
ражен1и котораго онз не входятъ явнымъ, или екрытымъ 
образомъ, будетъь принадлежать также и двумъ другим по- 
верхностямз. 


Если наприм$ръ мы хотимъ доказать дв теоремы, служа- 
я основашемъ теорли стереографической проэкцш, то на- 
чинаемъ съ гиперболоида съ одною полостью, для котораго 
эти теоремы очевидны, благодаря помощи двухъ прямыхъ, 
проходящихъ чрезъ всякую точку по его поверхности; от- 
сюда мы заключаемъ прямо и съ совершенною ув$ренноетю, 
что т же теоремы имфють мЪето для ве$хъ поверхностей 
втораго порядка. 

Но, если бы мы вмЪсто гиперболоида съ одною полостью, 
представляющаго поверхность столь же общаго построенпя, 
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какъ эллипеоидъ и гиперболоидъ съ двумя полостями, доказали 
эти теоремы для шара, то мы не могли бы распространить 
ихъ на всЪ поверхности втораго порядка помош1ю одного 
только способа Монжа, потому что шаръ есть частный, а не 
обпий, видъ такихъ поверхностей. 


14. Способъ обобщения. Но мы должны прибавить, 
что посредствомъ другаго способа можно распространять 
на эллипеоидъ обпия свойства шара; эти свойства, при по- 
мощи пр1ема Монжа, дЪлаются затЖмъ ‘общими свойствами 
всЪхь поверхностей втораго порядка. Этотъ аналитичесвй 
способъ преобразован1я изложенъ нами въ Сотусзропаатсе 
ройпесииздие (+. Ш, р. 326); онъ еостойитъ въ пропорц!о- 
нальномъ измзневи координатъ точекъь сферической поверх- 
ности. Этоть же способъ мы употребляли для преобразова- 
ня свойствъ, относящихся къ проэкщямъ и къ объемамъ тфль; 
его же потомъ прилагали мы къ изыекамямъ о длинЪ кри- 
выхъ ли, ио площадяхъ кривыхъ поверхностей. Наконецъ 
мы обобщили этотъ споеобъ, приспособивъ его къ распро- 
страненю свойствъ параболоида на гиперболодъ, также какъ 
свойства шара распространяются на эллипеоидъ Но такъ какъ 
способъ этотъ заключается какъ частный случай въ нашемъ 
общемъ началЪ зомотрафическалю пуеобразованля, то мы и 
не будемъ болЪе останавливаться на его приложеняхъ и на 
доказательствахьъ его пользы. 


Укажемъ только на существенное различе, которое суще- 
ствуетъь между этимъ способомъ и премомъ изложеннымъ 
выше, хотя оба эти способа ведуть къ обобщеню перво- 
начальнаго результата. 


Второй изъ изложенныхьъ епособовъ преобразован1я есть 
дЪйствительно с70с0бз обобщенля, въ которомъ свойства чает- 
ной фигуры распространяются на фигуры совершенно об- 
щаго построенля. Въ первомъ же епособЪ, основывающемся 
на начал случайныхь соотношенй, мы имфемъ дЪло съ 
свойствами совершенно общей фигуры и переносимъ ихъ, 
на фигуру столь же общую, отличающуюся отъ прежней 
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только второстепенными и случайными обстоятельствами, 
которыя хотя и служили для доказателеетва, но въ резуль- 
татЪ исчезаютъ и не имЗють ни явно, ни скрытнымъ обра- 
зомъ, никакого значения въ выраженши того предложения, для 
доказательства котораго употреблялись. 

15. Способъ Монжа заслуживаетъ по нашему мнфн!ю, боле 
чфмъ всявй другой, казваня #а1ляднало епособа, такъ какъ 
онъ дЪйствительно основывается на ясномъ, наглядномъ, раз- 
смотри предмета. Но этотъ характеръ наглядности свой- 
твенъ вообще всЪмъ способамъ, основывающимея на не- 
посредственномъ размотр$ вши прострапственныхъ формъ, въ 
особенности тъмъ изъ нихъ, вь которыхъ разематриваются 
фигуры трехъ изм5решй для вывода свойствъ плоскихъ фи- 
гуръ. Назване негляднаго способа, свойственное пр1емамъ 
Монжа вообще, не характеррзуеть впрочемъ того према, 
помопию котораго свойства одной общей фигуры распро- 
страняются на другую столь же общую фигуру. Намъ 
кажется, что это гполяЪ достигается названемъ способа или 
начала случайных соотнощенай (ртзтевре 4ез т@айо"тз соп- 
Ипдет{е&). 

Это назван1е мы предпочитаемъ названю начаю непре- 
рывности, такъ какъ пося$днее захключаетъ въ себЪ идею 
о безконсчности, которой вовсе нфтъ въ споссбЪ случай- 
ныхъ соотношешй. Мы разовьемъ подробнзе эту уысль въ 
Прим чанши ХХГУ. 

Можно бы привести много примфрсвъ на изелф дования, 
въ которыхъ примЗналоеь начало случ: йньхь соотношений; 
но мы напали на новую задачу, на которой особевно удачко 
можно обнаружить прихЗнене и пользу этого начала; это 
именно— задача о нахождени по величин5 и направленю 
трехъ главныхъ осей эллипсоида, когда даны три его со- 
пряязенные д1аметра. Елва ли эта задача можеть быть такъ 
легго рфшена какимъ бы то ни было другимъ путемъ. (См. 
Прим$ чане ХХУ). 

16. Можетъ быть когда нибудь начало елучайныхь соот- 
вошенй будетъ сведено ьъ н$Ъкоторому метафизичсеекому 

15 
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принципу о пространетвЪ, находящемуся въ связи съ идеей 
однородности, подобно тому, какъ введены уже таве прин- 
ципы въ наукахъь естественныхъ, особенно въ учения объ 
организованныхь тФлахъ. Уже и теперь можно замЪтить 
близость начала случайныхь соотношений къ н$которому о0б- 
щему принципу двойственности, обнаруживающемуся во всЪхъ 
тзлахъ, гдз только можно подмфтить элементы двоякаго 
рода: постоянные и измЗняемые, покой и движене. | 

Но и до тЪхъ поръ, пока будетъ найдено доказательство 
начала случайныхь соотношен!й 4 771074, мы можемъ, ка- 
жется, посредствомъ указанныхь выше аналитическихъ пруе- 
мовъ, подтвердить его достаточно, чтобы безъ колебаня 
пользоваться имъ. 

Во веякомъ случаЪ для успЪховъ чистой геометрли было бы 
весьма выгодно, еслибы невсз геометры отказывались окон- 
чательно отъ строгихъ началъ древней геометрм и въ то 
время, какъ одни съ довЪрлемъ къ легкимъ пр1емамъ Монжа 
обогащаютъ науку новыми истинами, друпе старались бы 
доказать эти истины инымъ, совершенно строгимъ путемъ. 
Такое сотрудничество и такое двоякое направлен1е были бы 
очень полезны для геометр!и и способствовали бы обогаще- 
ню ея новыми началами и установлен1ю ея истинной мета- 
физики. ДЪйствительно, открывъ какую-нибудь истину по- 
ередствомъ способа Монжа, способа, который въ извЖет- 
номъ смыелЪ можно считать поверхностнымъ и въ которомъ 
мы разематриваемъ и употребляемъ въ дЪло внфшн1я и на- 
глядныя, но случайныя и изм$няюцяся обстоятельства, —мы 
должны для установлен1я этой истинны на неизмЁнныхъ и 
независимыхъ отъ случайныхъ обстоятельствъ началахъ, об- 
ратиться къ самой сущности предмета и, не ограничиваясь 
уже, какъ Монжъ, второстепенными и случайными свой- 
ствами, полезными въ нзкоторыхъ случаяхъ для разъяснен1я 
фигуры, принать въ основане только существенныя и по- 
стоянныя свойства ея. Подъ существенными и постоянными 
свойствами мы разум$емъ такя, которыя могутъ служить 
для разъяснен1я и построеня фигуры во воЪЗхЪ Возможных 
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случаяхъ,—т8 свойства, которыя мы назвали выше сущест- 
веяными, или главными частями фигуры, тогда какъ второ- 
степенныя или случайныя свойства могутъ при извБетныхъ 
состояняхъ фигуры исчезать и дфлаться мнимыми. 

Теор1я круга на плоскости представляетъь примфръ уста- 
новленнаго нами различя между случайными и постоянными 
свойствами фигуры. Въ систем$ двухъ круговъ существуетъ 
одна прямая лин1я, имфющая важное значен!е во всей тео- 
ор1и круга. Когда два круга пересЪкаются, то эта прямая есть 
ихъ общая хорда и этого обстоятельства достаточно для из- 
слЗдован!я и построен1я ея; но это есть именно одно изъ 
свойствъ, которыя мы назвали случайными. Если два круга 
не пересЪкаютея, то свойство это исчезаетъ, но прямая, 
не смотря на это, существуетъ, и ея раземотр$ ве въ выс- 
шей степени полезно для теор1я круга. Поэтому мы должны 
опредЗлить и построить эту прямую на основани какого 
нибудь другаго ея свойства, которое имфло бы мЪето при 
всевозможныхь состояняхъ нашей фигуры, т.-е. при все- 
возможныхь положеняхъ двухъ круговъ. Такое свойство бу- 
деть постояннымз. Руководясь этою мыслю, Готье ?) наз- 
валъ такую прямую не общею хордою, а радикальною осью 
двухъ круговъ; выражене это взято отъ того постояннаго 
свойства, что касательныя, проведенныя изъ каждой точки 
этой прямой къ обоимъ кругамъ, равны между собою, такъ 
что каждая точка ея есть центръ круга, перес$кающаго дан- 
ные круги подъ прямыми углами °). 


3) уоити 4е Ресще ройдесфтяцие. 1813. Тетр. 16. 

Прекрасный мемуаръ Готье (бам@ег) заключаетъь въ себЪ первое 
совершенно общее рфшен1е задачи о прикосновен!и круговъ и шаровъ; 
рЬшен1е это позволяетъ предполагать, что круги обращактся въ точки, 
или прямыя линш, а шарыр—вЪ точки или плоскости. 

“) По причинф этого же свойства Штейнеръ назвалъ эту прямую @е 
Читле дет Песйет Роепзеп (Си. Доитпо] сп ОтеЦПе, $. Ти Аппщез 
4е Сегдотпе, $. ХУП, р. 295). 

Прямая эта обладаетъ, какъ извфетно, еще многими другими зам?- 
чательными постоянными свойствами, которыя достаточны для ея по- 
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Познан!е существенныхь и неизм$няемыхь свойствъ, къ 
изыекан1ю которыхъ мы приходимъ при исчезновен!и свойствъ 
случайныхъ, весьма важно для усовершенствованя геомет- 
рическихъ теорй, потому что чрезъ это достигается воз- 
можно большая общность и часто наибольшая степень на- 
глядной очевидности, составляющей главный характеръ шко- 
лы Монжа. 

Такимъ образомъ обстоятельетво, что радикальная ось 
двухъ круговъ въ случа ихъ перес$чешя есть общая хорда, 
привела Монжа къ доказательству, что радикальныя оси 
трехъ круговъ, находящихся въ одной плоскоети и раземат- 
риваемыхъ какъ д1аметральныя сЪченля трехъ шаровъ, долж- 
ны проходить черезь одну и ту же точку. Теорема эта не 
мензе очевидна, когда примемъ за основане найденныя 
Готье постоянныя свойства радикальныхъ осей. Тогда тот- 
часъ видимъ, что точкБ пересЪченая двухъ изъ этихъ осей 
принадлежит» характеристическое свойство третьей оси, 
Т.-е. что эта точка лежитъ также и на третьей оси. = 

17. Мнимыя величины въ геометри. Учен!е 
о случайныхь соотношен1яхъ можетъ, какъ намъ кажется, 
доставить еще другую выгоду, именно дать удовлетворитель- 
ное объяснен1е слова мнимый, употребляемаго теперь въ 
чистой геометрли; слово это означаетъь мыелимый, но не су- 
шествующий предметъ, въ которомъ можно предполагать н$- 
которыя свойства, пользоваться имъ на время какъ посо- 
б1емъ и примфнать къ нему таюмя же разсужденя, какъ къ 
предметамъ дЪйствительнымь и вещественнымъ. Такое по- 


строенйя и которыя могли бы также служить для ея опред$лентя. Если 
напримфръ проведемъ кругъ, перес$каюцщий оба данные круга, то хорды 
перес$чензя встр$чаются на этой прямой. 

Если черезъ изъ одинъ центровъ подоб1я двухъ круговъ проведемъ с$ку- 
щую и въ точкахъ пересЪчен1я построимъ касательныя, то касатель- 
ныя къ первому кругу встр$тятея еъ непараллельными имъ касатель- 
ными втораго круга въ двухъ точкахъ, лежащихъ на этой же прямой. 

Поел$днее свойство приналлежитъь вообще систем двухъ какихъ 
либо коническихъ сЪченй въ одной плоскости. 
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нят1е о мнимомз, кажущееся на первый взглядъ неяснымъ 
и парадоксальнымъ, получаетъ въ теор случайныхъ соот- 
ношенй смысль ясный, точный и законный. (См. Прим. 
ХХУГ). Съ этой точки зр$н1я можно считать небезполезнымъ 
сдзланное нами раздЗлен1е свойствъ фигуръ съ одной сто- 
роны на существенныя или постоянныя, съ другой—на из- 
мфнчивыя, случайные. 

18. Способъ изложен1я въ геометрии Монжа. 
Начертательная геометр1я Монжа представляетъ еще неис- 
черпанный источникъ прекрасныхъ теор. Мы указали, что 
въ ней кроются болБе и менфе развитые зачатки многихъ 
пр1емовъ, увеличивающихъ могущество геометрия и расши- 
ряющихъ ея область; но кромЪ этого мы видимъ въ ней на- 
чало новаго способа изложен!я этой науки, какъ на письмф, 
такъ и на словахъ. Изложен!е всегда такъ тЪфено связано 
съ духомъ способовъ, что необходимо совершенствуется 
вм5ет5 съ ними, и въ свою очередь оказываеть могуще- 
ственное вляше на развите и обще усп$хи науки. Это 
безспорно и не требуетъ доказательствъ. 

Геометруя древнихъ испещрена чертежами. Причина этого 
очень понятна. При отсутетв1и общихъ и отвлеченныхъ н&- 
чалъь всяюмй вопросъ могъ быть изелздованъ только въ от- 
дЪльности, на томъ самомъ чертеж, который относился къ 
вопросу и который одинъ могь указывать элементы, необхо- 
димые для рЪшеня или для доказательства. Нельзя было не 
испытывать неудобствъ подобнаго пр1ема велдетые труд- 
ности построен1я н$Ъкоторыхъ чертежей и велфдетве ихъ 
сложности, затруднявшей соображене и понимане. Указы- 
ваемое нами неудобство особенно ощутительно въ геометрия 
трехъ измфрен!й, гдБ чертежи становятся иногда совеёмъ 
невозможными. 

Это неудобство древней геометруи устраняется самымъ 
удачнымъ образомъ въ аналитической геометр1и и въ этомъ 
заключается одна изъ ея сравнительныхъ выгодъ. Но отеюда 
возникаль далфе вопросъ, не существуеть ли также и въ 
чистой геометрия способовъ разсужден!1я, не требующахъ 


238 ИСТОР1Я ГЕОМЕТРШИ. 


безпрерывнаго употреблен!я чертежей, —употребленя, пред- 
ставляющаго даже при легкомъ построении фигуръ сущест- 
венное неудобство уже потому, что оно утомляеть умъ и 
замедляеть разсужденя. 

Этотъ вопросъ разр шенъ сочинен1ями Монжа и его про- 
фессорскою д$ательност1ю, премы которой сохранены для 
насъ однимъ изъ самыхъ знаменитыхъ его учениковъ, наел?- 
довавшимъ его каеедру °). Благодаря Монжу мы знаемъ, что 
для этого достаточно теперь, когда назала науки выработ8- 
лись и расширились, пользоваться при геометрическихъ из- 
сл5довашяхъ и изложени ихъ т$ми общими принципами и 
преобразованлями, которые, подобно тому, какъ въ анализЪ, 
раскрывая намъ истину въ ея первоначальной чистот$ и 
со всевозможныхъ сторонтъ, съ особымъ удобсетвомъ прим$- 
няются къ плодотворнымъ выводамъ, приводящимъ естест- 
веннымъ путемъ къ цЪли. Таковъ характеръ учешй Монжа; 
правда, начертательная геометрля существенно нуждается въ 
употреблени чертежей, но это только въ ея приложеняхъ, 
гдЪ она играетъ роль пособя. Но никто лучше Монжа не 
понималъ геометр!и безъ чертежей и болЗе его не пользо- 
валсея ею. Въ Политехнической Школ сохраняется преда- 
н1е, что Монжъ въ замфчательной степени обладалъ спо- 
собност1ю представлять въ пространств самыя сложныя 
формы и усматривать ихь взаимныя соотношев1я и самыя 
скрытыя свойства, прибЪфгая при этомъ только къ помощи 
кестовъ; движен]е его рукъ удивительно помогало изложе- 
ню, не всегда быстрому, но всегда проникнутому истиннымъ 


5) Араго, въ настоящее время беземфнный секретарь Академ Наукъ, 
тотчаеъ по выхолЪ изъ школы сдфланъ былъ адъюнктомъ Монжа и 
вскорф посл того профессоромъ. Ученыя замфтки этого знаменитаго 
астронома вь Алиоте аи Фитеаи 4ез юпдйи4ез, имфюшая назначе- 
н1емъ популяризащю въ Европ трудной науки о физическихь явле- 
няхъ, прелставляютъ также драгоцфнный образецъ изложения безъ чер- 
тежей, способный въ высшей степени, по нащему мифи!ю, содфйство- 
вать успфхамъ геометрии. 
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краснор$ч1емъ,. свойственнымъ предмету, т.-е. ясностю и 
отчетливост!ю, богатетвомъ и глубиною мысли. 


19. Втяте учеюшй Монжа на анализъ. На 
предыдущихъ страницахъ мы старались по мфрф силь оцЪ- 
нить характеръ и разм$ръ услугъ, оказанныхъ Моняемъ ра- 
ц1ональной геометр!и. Намъ слЪдовало бы еще говорить о 
вляни ихъ на аналитическую геометр1ю и даже вообще на 
алгебру, какъ теор1ю отвлеченныхъ величинъ. Но это откло- 
нило бы насъ оть цЪли настоящаго сочинен1я; притомъ 
было бы слишкомъ см$ло, еслибы мы, ограничиваюнпеся 
ролью историка, р$шились коснуться предмета уже изелЗдо- 
ваннаго геометромъ, обладающимъ глубоками и разнообраз- 
ными познан!ями во всЪхъ отдфлахъ математическахъ и фи- 
лософскихъ наукъ °). 

Итакъ, мы ограничимся замЪчанемъ, что алгебра, уже 
обязанная геометраи значительными усифхами съ того вре- 
мени, когда Декартъ совершилъ сл1ян1е этихъ двухъ наукъ, 
вашла въ ней новое пособ1е, и притомъ въ высшихъ и труд- 
нЪйшихъ частяхъ своихъ, именно въ интерированаи дид- 
ференииальныхь уравненй со мнозими перемюиными, благо- 
даря глубокомысленному сближеню, установленному Мон- 
жемъ между ея символическимъ языкомъ и пространствен- 
ными (ормами и величинами. 


Укажемъ для примфра на двоякое аналитическое выраже- 
не нфкоторыхъ семсйствъ поверхностей, съ одной сторовы 
посредствомъ дифференцальнаго уравненя, съ другой—по- 
средствомъ конечнаго уравнен1я съ произвольными функц ями, 
служащаго полнымъ интеграломъ перваго. 


Такимъ образомъ аналитичеекя формулы отнесены были 
къ видимымъ предметамъ, всЪ$ чаето которыхъ находятся въ 
соотношен1яхъ доступныхъ очевидности, и отсюда понятно, 
что геометрая могла оказывать могущественное содЪйстне 


8) Езз мзютщие зит 1ез зетоЧсез её 1ез 1тасаиж зслетйЙаиез ае 
Сазрата Мопде, раг. М. СЪ. Барт; р. 199—248, е ш— 8°. 
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алгебрЪ; понятно, однимъ словомъ, что Монжь мо дълоть 
изсльъдовалия в5 алебръ при помощи зеометрчи *). 


20. УспЪхи геометри, вызванные сочине- 
н1ями Монжа. Изь всего сказаннаго выше по поводу 
чисто геометрическихъ ученй Молжа можно, какъ кажется, 
заключить, что съ появленемь Начертательной Геометуи 
мгновенно расширилась, какъ по понятямъ, такъ и по сред- 
ствамъ, остававшаяся около вЪка въ пренебрежен!и чистая 
геометр!я,— наука, прославившая Евклида, Архимеда, Апол. 
лон1я, бывшая въ рукахъ Галилея, Кеплера, Паскаля, Гюй- 
генса единственнымъ орудемъ при ихъ великихъ открыт1яхъ 
законовъ природы, наконецъ—наука, породившая беземерт- 
ные Ружсиза Ньютона. 

Понятно, что съ этого времени явилось желане и надежда 
получить раплонально, средствами самой геометрли, т$ мно- 
гочисленныя истины, которыми обогатиль эту науку ана- 
лизъ Декарта. 


Съ этою цфмю и въ этомъ дух были написаны многя 
сочинения. 

Сочинен!1я Карно. Прежде всего появились и по 
своей важности и вллян1ю заслуживаютъ особаго вниман1я 
сочинен1я знаменитаго Карко: Сеотейче 4е розйоп и Еззи 
зит (а Феоче 4ез гапзхетзщез. 

Въ истори развитя рацональной геометрии эти два со- 
чинен1я Карно не должны быгь отдфляемы оть Начерта- 
тельной Геометри Монжа, потому что подобно ей и въ 
одно 6ъ нею время они явились какъ продолжен!е прекрас- 
ныхь мегодовъ Дезарга и Паскаля п значительно содЪйство- 
вали новымъ теорамъ и открымямъ въ геометр1и. Изз того, 


7) „Анализъ можеть пр1обр$сти весьма значительныя выгоды отъ по- 
добныхъ приложен! къ геометрии; и я даю р$шен!е многихъ вопро- 
совъ анализа, которые было бы, можеть быть, очень трудно разрЪ- 
шить безъ помощи теометрическихъь соображен!й.“ (Мопзе; Метотте 
зит 1ез ргортаее; ае мизеитз дептез 4е зитрасез соитфез, въ 1Х том 
Метотез 4ез загапз @тапдегз, 1775). 
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что мы сказали ранфе о методахъ Дезарга и Паскаля, уже 
можно было предвидЗть высказываемое теперь сближеше 
между доктринами и сочинен1ями четырехъ названныхъ ве- 
ликихъ геометровъ, —сближен1е, которымъ указывается, намъ 
кажется, истинная связь между идеями, руководившими раз. 
витемъ геометрии. 


Считаемъ не лишнимъ прибавить еще н%сколько словъ, 
чтобы разъяснить подробнзе наше мн5не объ этомъ пред- 
мет и оправдать только что высказанное сближенше. 


21. Два рода методовъ въ рап1ональной гео- 
метр!и. Фигуры, разсматриваемыя въ геометр!и, и ихь 
части представляють соотношен1я двоякаго рода: одни—ка- 
саются формы и положен1я фагуръ и называютея начерта- 
тельными; друпя— относятся къ величин или разифрамъ 
фигуръ и называются метрическими. 


Положимъ, напримфръ, что мы вращаемъ сЪкущую въ 
плоскости коническаго сЪфчен1я около неподвижной точки и 
при каждомъ ея положен!и проводимъ касательныя къ кри- 
вой въ точкахъ ея пересЪчев1я съ вращающеюся прямою: 
почки переспчензя каждой пары касательныхь будуть ле- 
жать на одной и той же прямой, именно на полярт не- 
подвижной точки. Воть начертательное свойство коничес- 
каго сЪченя и начертательное соотношене между точкою 
и ея полярой. 


Если теперь на сЪкущей въ каждомъ ея положении опре- 
дЪлимъ точгу гармонически сопраженную съ неподвижной 
точкой относительно двухъ точекъ встрЪчи сЪкущей съ кри- 
вою, то зармонически сопряженная точка будеть лежать 
на поляръ неподвижной точки. Это—метрическое свойство 
коническаго сфченмя и метрическое соотношеше между точ- 
кою и ея полярою. 


Какъ начертательныя, такъ и метрическ1я свойства бы- 
ваютъ въ отдфльности достаточны для рфшенмя множества 
вопросовъ. Но всегда полезно, а часто и необходимо, раз- 
сматривать въ одно время и т$ и другля. Наука о простран- 
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ствЪ должна включать ихъ въ себЪ безразлично; иначе она 
была бы неполна. 

Отсюда ясно вытекаетъ существоване двухъ методовъ въ 
рац1ональной геометруи, или по крайней м$рЪ двухъ отд$- 
ловъ одного общаго метода: методъ соотношеюшй начерта- 
тельныхз и методъ соотношен!й метрических. Дезаргъ, Цас- 
каль, Де-Лагиръ и Ле-Пуавръ употребляли оба метода, т.-е. 
пользовались и ТЗми и другими соотношенями фигуръ, 
именно—начертательными при преобразованаяхъ фигуръ по- 
средствомъ перспективы, метрическими же — при частомъ 
употреблени зармонической пропорщи, инволюцюнноло со- 
отношен1я и другихь предложен1й, относящихся къ теория 
трансверсалей. 

Допуетивъ такое различ1е, мы убЪждаемел, что начерта- 
тельная геометр1я Монжа представляетъь собою чрезвычайно 
широкое обобщене перваго изъ сказанныхъ методовъ, именно 
метода перспективы, употреблявшагося вышеупомянутыми гео- 
метрами для доказательства чисто начертательныхъь свойствъ 
фигуръ: выше мы показали, что перспектива дЪйствительно 
можетъ служить для этого употреблевя, и, говоря тогда 
пространно 0 ея приложеняхъ къ этого рода вопросамъ, 
имфли въ виду оправдать именно теперешн1я наши слова. 

Что касается теорли трансверсалей, сперва заключавшейся 
въ аеотейзе 4е Розйоп, а потомъ изложенной въ 0собомъ 
сочинени, то мы уже говорили и доказали, что ея основ- 
ныя начала и мног1я изъ главныхъ ея предложенй лежали 
въ основан открыт Дезарга и Паскаля; поэтому мы должны 
смотр$ть на теорю трансверсалей, какь на развите и осу- 
ществлен1е началъ, которыми пользовались эти два велище 
геометра. 

Такимъ образомъ можно сказать, что способы Монжа и 
Карно являются въ рашональной геометрии какъ обобщете 
и непосредственное усовершенетвоваз1е методовъ Дезарга и 
Паскаля; что это—двЪ отраели одного общаго метода, имЪю- 
щ1я каждая свои собетвенныя преимущества, но которыя 
не должны быть разд5ляемы при всестороннемъ изучения 
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свойствъ пространства. Напротивь того, было бы въ выс- 
шей степени выгодно развивать ихъ одновременно и, такъ 
сказать, параллельно; они помогали бы другь другу и раз- 
вит!е науки шло бы отъ этого полнзе и быстр$е *). Монжъ 
и изъ ученаковъ его преимущественно Дюпенъ, авторъ Ое- 
се[оррететз и Аррйсайопз 4е Чвотейче, дали намъ примфръ 
такого соотв тств1я двухъ методовъ, установивъ соотв тств!е 
между логическими пр1емами чистой геометрли и отвлечен- 
нымъ И символическимъ языкомъ алгебры. 


22. Мы не можемъ входить здфсь въ разборъ многочи-. 
сленныхъ и важныхь предложен, которыми изобилуютъ 0ба 
сочиненя Карно; ограничимся указанемъ на прекрасное об- 
щее свойство геометрическихъь кривыхъ, какой угодно сте- 
пени, относительно отр$зковъ, образуемыхъ такою кривою на 
сторонахъ многоугольника, лежащаго въ ея плоскости; это 
свойство представляетъ распространен1е теорли трансверса- 
лей на кривыя высшихъ порядковъ и изъ него, какъ част- 
ный случай, получается третья теорема Ньютона о произве- 
дени отр$зковъ, образуемыхъ кривою на параллельныхъ 
сЪкущихъ. 


Различныя сочинен1я по геометри. Перейдемъ 
къ сочинен!ямъ, которыя посл сочиненй Монжа и Карно 


°) Сочиненя Монжа и Варно представляютъ прекрасные примфры 
прим5нен1я обоихъ методовъ къ доказательству т5хъ же самыхъ тео- 
ремъ и обнаруживаютъ пользу ихъ одноврем. ннаго употреблен!я: такъ 
Карно д$лаетъ приложен!е теорли траневерсалей ко многимъ свойствамъ 
коническихъ с$чешй и къ свойствамъ радикальныхь осей и центровъ 
похоб1я трехъ круговъ на плоскости; Монжь тЪже предложения дока- 
заль чисто геометрическими соображен1ями. Но Карно, пользуясь ме- 
трическими соотношен1ями фигуръ, получаетъ вмфстЪ$ еъ теоремами 
Монжа еще друмя, именно метрическая, свойства, которыя вообще 
ускользаютъ отъ другаго метода, основаннаго исключительно на чисто 
начертательныхъ свойствахъ фигуръ. 

Говоря выше о привцип$ случайныхъ соотношен!й, мы уже выска- 
зали нфсколько соображений о этихъ двухъ различныхъ премахъ гео- 
метрическаго изел$дован1я и доказательетва. 
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были наиболЪе полезны для науки. Таковы по нашему мнф- 
ню сяфдуюшия: 

Интересный опытъ геометрли линейки подъ заглавемъ: 
бои0пз реш соппиез 4е @ретепз руоМётез ае СЧеотенче 
ртгайцие, 4е Зегуо1з (п—8°, ап ХП); здЗсь Сервуа соединяетъ 
важнЪйпия теоремы теорли траневерсалей и показываетъ при- 
м$нен1е ихъ какъ къ рацнальной геометр!и при доказа- 
тельств предложен, такъ и къ геометрии практической при 
р®зшен1и на поверхности почвы различныхъ задачъ, преиму- 
щественно военныхъ. 

Деовюорретети Аррйсайотв 4е Чёотенче де М. СЪ.Оир, 
гдЪ въ первый разъ изсл$дованы чисто геометрическимъ пу- 
темъ трудные вопросы о кривизн$ поверхностей, для рЪше- 
я которыхъ Эйлеръь и Монжъ должны были прибфгать къ 
высшему анализу. 

Еетенз @4е Сеотенче а #015 @лтепяотз 4е Наспейе 
{часть синтетическая), гд$ посредетвомъ соображев1й чисто- 
геометрическихь разр шены во всей общности мнопе во- 
просы о касательныхъ и соприкасакщихся кругахъ въ кри- 
выхь лишяхъ,—вопросы, которые до т$хъ поръ р$фшались 
только аналитически. 

Метоте зиг 1е5 Пдпез и зесоп отате де Виапевоп, гд% 
въ первый разъ изъ знаменитой теоремы Дезарга о инво- 
лющш шести точекъ выведены многочисленныя свойства ко- 
ническихъ сЗчений. 

Метоте зит Раррйсайоп 4е 1а Феопе 4ез тапзьетзщез 
того же автора °). 


хх 


*) Это сочинен1е, подобно сочинев!ю Сервуа, имфетъ предметомъ р%- 
шен1е многихъ задачъ при помощи одной прямой лини. Браншонъ за- 
нималея этимъ же отдфломъ геометри въ сочинени Сботейче а4е 1а 
теде (Соттезропаатсе зит Ресфе рошесутадие, +. П, р. 383). 

Геометрая этого рода не есть новость. Мы упоминали уже о сочинени 
Шутена по этому предмету и о сочиненши Сеотейза регедттотз, ко- 
торое появилось еще нфсколько ранфе. Въ трактат Шутена Ле соп- 
оттоп@з аетопятайнот физ ес, есть также нфсколько примфровъ изъ 
этого отдфла геометри; друге примфры встрфчаемъ въ Аесгванотз 


ПЯТАЯ ЭПОХА. 245 


Туайеё 4ез ртортеез ртодесНоез @ез [4дитез ае Ропсее 
имфетъ цфлю, какь видно изъ заглав!я, изыскан1е такихъ 
свойствъ, которыя сохраняются при преобразовани фигуръ 
посредствомъ перспективы; искусно пользуяеь тремя мо- 
гущественными орудлями: началом5 непрерывности, теорлею 
взаимных полярь и теорлею зомолозическихь филур5 двухъь 
и трехъ измБренй, ученый авторъ съум$ль доказать, безъ 
одной буквы вычислешя, всЪ извзстныя свойства ливй и 
поверхностей втораго порядка и еще большое число новыхъ, 
изъ которыхъ многя уже разсматриваются какъ наибол$е 
важныя предложен1я этой богатой теорли. 

Различные мемуары Жергонна, Кетле, Данделена и дру- 
гихъ геометровъ, появивииеся въ учевыхъ журналахъ *°), 


тодетанчиез 9’Отапат (64. 1778) и въ различныхъ сочинен1яхъ по 
землем$ раю, особенно въ сочинении Машерони: Рго тез роиг (ез 
атрептеитз, атес ФТ етгетез зоиюотз (Раме, 1793). 

Здфеь кстати упомянуть объ оригинальномъ и любопытномъ сочине- 
ни Машеронп: двотейе 4и сотраз, въ которомъ рфшаютея при по- 
мощи одного пиркуля задачи, обыкновенно р$шаемыя помошлю ли- 
нейки и циркуля. Такая геометр1я пиркуля богаче и обширн$е, нежели 
геометр1я линейки, потому что обнимаетъ задачи второй степени, со- 
ставляюш1я главное содержан1е обыкновенной теометрли. Машерони по- 
казываетъ, что она также прилагается, ип очень удобно, къ приблизи- 
тельному р$шен1ю вопросовъ, зависящихъ отъ коническихъ сЪчевй ип 
высшихъ кривыхъ. 

Еще гораздо ранфе интересовали знаменитыхъ геометровъ подобныя 
попытки, именно изелдовавя, занимающля такъ сказать средину между 
теометр1ею линейки и геометрею циркуля. Карданъ первый рфшиль 
нфсколько задачъ Евклида при помощи ливейки и циркуля съ постоян- 
нымъ отверсттемъ, какъ бы въ предпохожен!и, что на практик$ даны 
только линейка и циркуль съ неизмфннымъ отверст1емт. Тарталел не 
замедлилъ вступить на тотъ же путь велфдъ за своимъ соперникомъ 
п распространилъ такой же премъ на новыя задачи (Сбепега? {гайойдо 
@® питет е тазите; 54а рае, ИБбто 1егго; т-Юю1. Венешя, 1560): 
Тотъ же предметъ составляетъ наконецъ содержан!е трактата п1емонт- 
скаго геометра Бенедиктиса: ПезофиНо оттбит Еичей аз ртоМетафит 
аЙотчтаие а4 йос песеззатю етюотит, чипа титтойо отсии аща 
аре{ита; т—45. Венещя, 1553). 

1) Гонги и Соттезрот4атсе ае Ресфе роппесутлаие; Аппщез 4е 
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также содЪфйствовали развит1ю науки и обогатили ее драго- 
цфнными открыпями. 


23. Новвйпие методы въ геометрии. ВсЪ пере- 
численныя нами сочинен1я доставляютъ многочисленныя и 
убфдительныя доказательства того, что чистая геометр1я въ 
себ самой можеть почерпать безконечное разнообразие 
пр1емовъ и методовъ; въ этихъ сочинешяхъ появились т$ 
простыя и плодотворныя истины, которыя однЪ могутъ сви- 
дЪтельствовать о соверненств$ науки и быть ея дЪйстви- 
тельными основанями,— появились теор1и, зародышъ кото- 
рыхъ впродолжен!и в$ковъ скрывался незамфченнымъ въ 
трудахъ прежнихъ геометровъ; эти теор!и развились быстро 
и легли въ основане методовъ новф$йшей геометрии. 

Мы различаемъ между этими методами: 

ВБопервыхь, теор1ю транверсалей, которой основная тео- 
рема о треугольник пересЁченномъ транверсалью восхо- 
дить до глубокой древности, но которую Карно вызвалъ къ 
новой жизни, показавъ всею пользу и плодотворноеть ея и 
распространивъ ея путемъ чрезвычайно счастливаго 06б0б- 
щен1я на теор1ю кривыхъ лин1й и поверхностей 1'), 


Вовторыхз, учеше о преобразовании фигуръ въ друпя та- 
кого же рода, какъ въ перспективЪ. 
Изъ этого рода методовъ укажемъ сл$дуюпйя: 


Сегооппе; Сотгезроп4атсе тотетайаие её рпузаие де пе ее; Фоиг- 
п фиат Мафетойй х. ОтеПе. 

Многе нЪфмецке геометры: Штейнеръ, Плюкеръ, Мёб1усъ и др. до- 
стойные сотрудники знаменитыхъ аналистовъ Гаусса, Врелля, Якоби, 
Лежена-Дирикле и пр. писали въ посл$днемъ изъ указанныхъ издан 
о новыхъ учен1яхъ рац1ональной геометрии. Мы испытываемъ живое 
сожал$ не, что не можемъ дать здфеь обзора этихъ сочинений, которыя 
намъ неизвфстны по призинз незнакомства съ н5мецкимъ языкомъ. 

11) Подобная же теорема объ отр$зкахъ, образуемыхъ на сторонахъ 
треугольника нрямыми, проведенными изъ одной точки къ вершинамъ 
треугольника, относится также къ основнымъ теоремамъ эиеорти транс- 
версалей. Ее приписывали до сихъ поръ Ивану Бернулли, но она въ 
первый разъ была доказана Чевой (См. Прим. УП). 
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1°. Перспектива, начала которой лежатъ въ основан! со- 
чинен!й Дезарга и Паскаля о коническихъь с5ченшяхъ и упо- 
треблене которой съ тБхъ поръ расширилось и часто по- 
вторялось. 

2°. Способъ, въ которомъ лучи зр$ыя, идуппе къ различ- 
нымъ точкамъ фигуры, увеличиваются въ постоянномъ от- 
ношени для полученмя фигуры подобной и подобно-распо- 
ложенной. 

3°. Способъ, въ которомъ ординаты точекъ фигуры уве- 
личиваютея пропорционально, какъ это дфлается напримЪръ 
при изображени профилей, когда хотятъ сдЗлать изм$нешя 
въ высотЪ болфе наглядными; этоть способъ употребляли 
Дюреръ 1), Порта '3), Стевинъ, Мидоржь и Григорий С. Вин- 
центъ для получен1я эллипса изъ круга **). 

4°. Способъ, въ которомъ вез орданаты фигуры, оста- 
ваясь параллельными, наклоняются обращевлемъ около ихъ 
основашй на плоскости проэкц1й; этотъ пруемъ употребляется 
преимущественно въ архитектур$ при построен!и мостовъ *°). 

5. Способъ построен!я барельефовъ, указанный Боссомъ 
и Петито *5); и также способъ, предложенный позднфе Брей- 


13) тзйнилопез деотейчсае. 1. Г. 

13) ЕЖетета сигойтеа. 1. Т. 

11) Р. №е0аз въ сочинени Де сопспо@®из её с1зз0Физ ехетеиа- 
Нопез деотейчсае (т—4°, То]овзае, 1692) также употребляль этотъ спо- 
собъ; кривыя, получаецыя при этомъ, онъ называлъ однородными (#0- 
тодётез). 

15°) Ординаты можно въ то же время пропоршонально увеличивать. 
Гашеттъ употреблялъь такое преобразовав1е въ двухъ предложеняхъ 
для доказательства, что свойствомъ стереографической проэкщи сферы 
могутъ обладать только поверхности втораго порядка. (См. Согтезроп- 
аатсе ройплесйтдчие, $ Т р. 77). 

Легко видфть, что такое преобразован1е можетъ быть приведено къ 
измЪнен1ю въ постоянномъь отношен!и ординатъ поверхности, имЪю- 
щихъ неизизнное направлен!е, 

16) Обыкновенно думаютъ, что построее барельефовъ не подчиняет- 
ся точнымъ правиламъ; два вЪка тому назадъ большинство художни- 
вовЪ думали то же самое о перспективЪ. Одвако Боссъ далъ н5сколько 
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зигомъ (Вгеузю) въ его теорш перспективы для живопис- 
цевъ (т-8°, Магдебургъ, 1798) '"). 

6°. Способъ реиисонлдиез Де-Лагира и способъ Ле-Пуав- 
ра, которые оба им$ютъь предметомъ черчеше на плоскости 
основан!я конуса т5хъ. же кривыхъ, которыя получаются на 
самомъ конус оть пересчен1я его плоскостями. 


7°. Споеобъ Ньютона для преобразован1я фигуръ въ дру- 
гя того же рода, заключающийся въ 22-Й леммБ первой 
книги Рутсциа, впослЪдетви обобщенный Варингомъ ‘°). 


геометрическихъ правилъ построен1я барельефа, какъ это видно изъ 
его сочпненйн Тгалф6 4ез ргадиез сво 6та1ез еф регзресыуез (т— 89, 
1665). Въ одномъ м$етЪ этого сочинен1я сказано, что Дезартъ, кото- 
рому принадлежитъ честь рведен1я въ строительное искусство геоме- 
трическихь началъь со всею ихъ строгост!ю, прилагалъ свой способъ 
перспегтивы къ построеню барельефовъ. Позволительно думать, что 
Боссъ передаетъ намъ идеи Дезарга или даже самый пр1емъ ето. 

Далфе ветр$чаемъ подобныя же правила для барельефовъ въ трак- 
тат о перспекгив$ Петито, подъ заглавемъ: Лазоппетеиф зит {а 
ретзресйже, роиг ей фасИиетг Ризаде аих атйзез; т—Ю1. Парма, 1758 
(по-французеки п по-птальянски). 

Правила поетрсен1я барельефовъ представляютъ преобразован1е фи- 
гуръ въ другя такого же рода п потому должны быть включены въ 
наше перечислен1е методовъ. Правда, что они почти никому неиз- 
вфетвы и никогда не употреблялись въ рац1оназьной геометраи для 
изыскан!я и доказательства свойствъ фигуръ; тБмъ не менфе они мо- 
гутъ служить для такого назначен! я. 


7) Сочинене Брейзига известно намъ только по заглав!ю, упомина- 
емому Понселе (СгеПе’з Тоитпа1, +. 8, р. 397); но мы безь колебанй 
относимъ содержащееся тамъ построен1е рельефовъ къ числу спосо- 
бовъ преобразовав1я фигуръ трехъ измфревй въ друмя того же рода, 
потому что Понселе заявляетъь, что пр1емы автора согласны съ его 
собственными способами построев!й этого род?. 


18“) Варингъ употребляетъ соотношен!я 


я х’--Чу т _ В-оу-+Е 
Ад’ ВутьО 7— Аи Ву 0’ 
въ которыхъ х, у суть координаты точки данной кривой, а х’, У’ко- 
орлинаты точки кривой преобразованной. 
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38° Способъ, помощю котораго мы распространили на 
эллипсоидъ свойство сферы и который заключается въ томъ, 
что координаты точекъ данной фигуры увеличиваются въ по- 
стоянныхь отношеняхъ (Сотгезроп4атсе зит Ресще ройпесй- 
идие, $. Ш, р. 326) '°). 

Прибавлене. Влеро еще прежде изелЗдоваль кривыя, назван- 
ныя Эйлеромъ Инеае а тез: онъ разематривалъ ихъ какъ проэк- 
ци одна другой, т.-е. какъ плоскля сЪчен1я одного цилиндра, и 
назваль кривыми одною рода (4е тёте езрёсе). Онъ ноказалъ, 
что если х, у будутъ координаты точки одной кривой относи- 
тельно осей въ ея плоскости, то координаты для другой кривой 
относительно осей, взятыхъ въея плоскости соотв тственно пер- 
вымъ осямъ, будуть вида Х==л, У=^\у. Это доказываетъ, что 
хривыя Клеро — тоже что и кривыя Эйлера (См. Меётотез ае 

р Асааетие 4ез зсепсез 4е Ратаз, 1131). 


9°. Наконецъь, прекрасная теор1я зомолозическихь фичу 
или персиективы-гсельефа, данная Понселе; она совпадаетъ 
со способами Де-Лагира и Ле-Пуавра въ случа плоскихъ 
фигуръ, но до Понселе не была распространена на фигуры 
трехъ измфрений °°). 


Онъ даетъ это преобразоване какъ обобщен!е Ньютонова преобразо- 
ван1я, въ которомъ 


д ? К 


‚7 9 
х 
(Ритейла, ПЪ. Т, 1етлта 22), и ограничивается указан1емъ, что новая 
кривая будетъ той же степени какъ и данная (1/55сеПатеа апщуйса 
р. 82; Ргормейщез ситоатит. @дефтасатит, р. 240). 

Мы докажемь, что построенныя такимъ образомъ кривыя, также 
какъ и кривыя Ньютона, могутъ быть получены посредсетвомъ перспек- 
тивы; такпмъ образомъ обобщене Варита касается только положеншя 
н0в0й кривой относительно данной, но не касается ни формы, ни отли- 
цительныхь особенностей ея. 

'') Эйлеръ указалъ этотъ способъ преобразован1я для плоскихъ кри- 
выхъ, но безъ приложен: по его выражен!ю кривыя, получаемыя та- 
кимъ образомъ одна изъ другой, находатся въ сродствь (арта) и 
онъ называетъь ихъ Имеае артез. (Гитодисйо тп апузт атИптютгит, 
ПЪ П, агё 442). 

*°) Въ недавнее время Ле-Франсуа воспользовалея теор1ею 10м0.10%и- 
ческихь фигурь для преобразован1я нЪхоторыхъ кривыхъ третьзго по- 
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Вс эти разнообразные способы мы соединяемъ въ одну 
группу и ниже покажемъ, что вс$ они, также какъь и пер- 
спектива въ собственномъ смысл, вытекаютъ изъ одного 
общаго основнаго принципа, представляя его частныя при- 
мнения. 

Вз третьихь, теорля взаимныхъ поляръ, которую ученики 
Монжа почерпнули изъ драгоцЪ$нныхъ уроковъ этого зна- 
менитаго профессора, которая сначала примфнялась только 
ЕЪ такимъ преобразованямъ, гд%ф прямымъ соотвфтетвуютъ 
точки, а точкамъ-—прямыя (см. Прим. ХХУТ, и на которую 
Понселе привлекъ все вниман1е геометровъ, примЗнивъ ее 
къ преобразован1ю метрическихъ и угловыхъ соотношений. 

Вз четзертыхь, учеше о стеографическихь проэкцляхъ; 
сначала оно относилось только къ сфер$ и служило для 
черчен!я географическихъ картъ; обогатившись потомъ одною 
новою теоремой, оно распространилось вообще на поверх- 
ности втораго порядка и въ настоящее время представляетъ 
простое и удобное средство для изыскав *'). Мемуары 


рядка, преимущественно Фокальныхь линий Ветле и Фанъ-Риса. (0333е’- 
сано зпаидитай; тафетайса ае дифиздат сито деотей“с13; т— 42 
Сап4. 1830). Ирлемъ этого геометра отличается отъ способа Понселе 
тфмъ, что для построен1я гомологическихъ кривыхъ употребляется здЪеь 
одно изъ ихъ метрическихъь соотношен!й. Это соотношене, именноы— 
зармоническое, не есть самое общее: можно пользоваться отношенемъ 
анлармоническимь, которое сообщаетъ построен1ю фигуръ болЪе общ- 
ности. Въ этому вопросу мы возвращаемся въ нашемъ мемуар$ о 90- 
мо'рафическомь поеобразованзи. 

Такъ какъ главная часть этого мемуара посвящена изслЪдован!ю 
метрическихъ соотношен1И, то мы позволяемъ себф напомнить здЪеь, 
что нашъ мемуаръ представленъ въ Брюссельскую Академ1ю въ январ$ 
1830 года, т.-е. ранфе появлен1я диссертации г. Ле-Франсуа, которую 
мы получили отъ автора позднЪе. 

21) Теор!я стереографическихь проэкцй сферы въ томъ видЪ, какъ 
она употребляется теперь въ чистой геометр!и, основывается на двухъ 
сл$дующихъ принципахъ: 

1? Проэкщая всякало кууа, проведенналю на сферъ, есть круто. 

29. Центрь этою круза есть проэкиия вершины конуса, отибающиело 
сферу по пролалаемому круу. 
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Брюссельской Академи содержалъь особенно много удач- 
ныхъ приложенй этой изящной теор!и, сдБланныхъ Кетлеи 
Данделеномъ. 

24. Таковы четыре обширныя группы, въ которыя по на- 
шему мн$фню можно при современномъ состоями геометрии, 
разсматривая методы съ философской точки зрЪн1я, соеди- 
нить большинство новЪйшихъ многочисленныхъь открытий. 
Ёъ пятой групп можно отнести еще н$%которыя частныя 
и спецал:ныя теор!и, основанныя на чисто-геометрическихъ 
началахъ. Таковы, между прочимъ, теор1я Сопряженныхь ка- 
сательныхь Дюпена, изъ которой авторъ извлекъ весьма по- 
лезныя теоретическя и практичесня приложен1я, и новая 
теор1я хаустическихь лин, въ которой Ветле свелъ на не- 
мног1е принципы начальной геометрли эту важную и труд- 
ную часть оптики, не поддававшуюся всзмъ средствамъ 
анализа. 

Эти теорли, которыя на первый взглядъ кажутся чуждыми 
перечисленнымъ выше методамъ, съ нзкоторыхъ точекъ зр5- 
н1я могутъ свазываться съ ними и могутъ въ нихъ нахо- 
дить полезную помощь. Любопытныя сближен1я, которыя 
Кетле дБлаетъ между своею теорлею каустическихъ лин! и 
теор1ю стереографическихъ проэкщий, служать этому первымъ 
доказательствомъ; друпя доказательства мы будемъ имЪть 
случай сообщить въ другомъ мет *°). 


Вторая теорема, столь же важная какъ и первая, стала известна 
только н$еколько лфтъ тому назадъ; вт первый разъ мы высказали и 
аналитически доказали ее въ изданш 1817 года Е6тетз Че Ч вотейиче 
& 117045 Чтепзютз 4е Насвеме. Потомь путемъ геометрическихь со- 
ображенй, мы примфнили теор1ю стереографическихъ проэкщй ко вся- 
кой поверхности втораго порядка п обобщили эту теорю въ двухъ. 
отношен1яхь: 19) разсматривая, вмфето плоскихъ сфчен1й, поверхности 
втораго порядка, внисанныл въ данную, 29) принимая за плоскость 
проэкщи какую угодно плоскость. (См. Апиаез 4е Мафетайдиез, +. 
ХУ, р. 305 и %. ХХ, р. 157). 

27) Такъ напримфръ, Дюпенъ въ своемъ прекрасномъ сочиненш 77со- 
74е увотвичаие 4е 1а соитбите @ез зитТРасез не вполн$ освободился 
отъ аналитическихъ соображен! при доказательствЪ такого предложе- 
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25. Усовершенствоване новыхъ методовъ. 
Основательное изучен1е современнаго состоятя чистой гео- 
метр!и оправдываетъь предложенное нами систематическое 
дълене, но въ то же время оно въ виду недостатка общно- 
сти и опредЗленнаго характера во множеств теоремъ, от- 
носящихся къ указаннымъ методамъ, обнаруживаеть, что сз- 
мые эти методы не достигли еще въ желаемой степени общ- 
ности, плодотворности и силы. 

Такъ напримфръ способы, заключающиеся во второй и 
третьей групп нашего дЪфлен1я, имЪютъ общее и удобное 
примфнен!е къ изысканю и доказательству начертательныхь 
свойствъ фигуръ, но до сихъ поръ они имфли только весьма 
ограниченное приложен1е къ метрическимь соотношетямъ 
(къ опредБленю величины лин, поверхностей и объемовъ). 


н1я: „ДвЪ поверхности втораго порядка, которыхъ главныя сфченя 
имфютъ одни и т же фокусы, пересфкаютея во вефхъ точкахъ подъ 
прямымъ угломъ“. Новфйние методы различнымъ образомъ ведутъ къ 
чисто-геометрическому доказательству этой теоремы. 

Чтобы дать примфръ силы этихъ методовъ, скажемъ, что съ помо- 
пию ихъ достигается также легко доказательство слфдующахго гораздо 
боле общаго предложен!я: Если мавныя съчетя двухь поверхностей 
вторало порядка имтють одни и ть же фокусы, то контуры, полу 
чаемиые при разсматривани этихь поверхностей изъ какой утюдно 
точки пространства, переськаютеся между собою под5 прямыми 
умами. 

Прибавимъ еще, что прекрасные результаты, заключающиеся въ ме- 
муар$ Бине биг 1ез ахез соп]идиез её 1е3 тотетз Фатегие 4ез с0т1$ 
(Фоитпаф 4е Ресфе родесйтячие, 16-е саШег), гд$ авторъ пользуется 
вышеупомянутою теоремою Дюпена, и подобные же результаты, полу- 
ченные Амперомъ въ мемуарЪ: Оч аиез ртортЗез поиуеЦез 4ез ахев 
фрегтатетз 4е тоойот 4ез сотрз,—всЪ эти прекрасныя открытя, при- 
числяемыя къ области механики н сдфланныя авторами при помощи 
анализа, мотутъ также быть получены путемъ чисто-геометрическимъ; 
сл$дуетъ, можетъ быть, признать, что такой путь естественн$е соеди- 
няетъ эти разнообразныя открымя съ истинами, лежащими въ ихъ 
основ, лучше указываетъь связь ихъ между собою и ведетъ къ боле 
удобному и боле рацщональному изложен!ю ихъ. 

Такимъ образомъ геометр1я, расширяя свои границы, всегда вноситъ 
свой свфточъь во всяк новый отдфлъ физико-математическихь наукъ. 
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Не заставляеть ли это предполагать въ нихъ недостатокъ 
нъкотораго приндипа, который сдЪлалъ бы ихъ приложи- 
мыми къ гораздо болБе общимъ, а можеть быть и ко вся- 
каго рода соотношен1ямъ? 


Очевидно, что эти методы не основываются еще на до- 
статочно широкихъ началахъ. И дЪйствительно, мы вправ% 
кажется сказать, что каждый изъ нихъ допускаетъ весьма 
широкое обобщенте. 


26. Теорля трансверсалей. Прежде всего, теорля 
трансверсалей можетъ быть обогащена новыми принципами, 
которые едфлають ее способной къ новымъ прим$нен1ямъ 
и дадуть ей возможность въ тысяч случаевъ замЪнять 
анализъ Декарта, преимущественно при изучеши общихъ 
свойстъ геометрическихь кривыхъ; даже въ теперешнемъ 
своемъ состоян1и она можеть быть полезна во многихъ во- 
просахъ, къ которымъ до сихъ поръ еще не прилагалась, 
такъ напримфръ въ общей задачЪ о касательных и о ра- 
Фзусихь кривизны во всфхъ геометрическахь кривыхъ,—за- 
дача, ршеше которой мы дали вь ВучЦейп иптегзе 4ез 
зсзепсез (аш, 1830) *?). 


*') Построеме касательныхь. Чтобы опредфлить касательную въ 
ТОЧЕ$ т геометрической кривой какого угодно порядка, проведемъ че- 
резъ эту точку по произвольнымъ направлен1ямъ двф трансверсали 
т.А, т.А’; составимъ произведен!я отр$фзковъ, образующихся на этихъ 
прямыхъ между точкою т и всфми другими точками пересфчен1я ихъ 
съ кривою; пусть эти два произведен1я будутъ Ри Р’. 

Черезъ произвольную точку и проводимъ двЪ трансверсали парал- 
лельныя прямымз 90.4, %.Д’; составляемъ произведен!я отр$зковъ, обра- 
зующихся на нихь между точкою % и кривою; пусть эти произведена 
будуть Пи ТП'. 


Отложимъ на прямыхь т.А, тА’ начиная отъ точки т, соотв$т- 
Г: 


ственно два отр$зка, пропорщональные отношен!ямъ >, р: —прямая, 


соединяющая концы этихь отрьзковь, будеть параллельна касательной 
6% точкъ т. 
Такимъ образомъ направлев1е касэтельной опредфлено. 


+ 
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27. Стереогразическ1я проэкпли. Учеше о сте- 
реографическихъ проэкц1яхъ, уве расширенное прим ненемъ 
ко ве$мъ поверхноетямъ втораго порядка, способно къ даль- 


Можно также построить прямо направлеше нормали. Для этого на 
лвухъ трансверсаляхъ, выходящихъ изъ точки т, откладываемъ от- 
Р 
т, п’) Черезъ концы этихъ 
отрЪфзковъ и черезъ точку т проводимъ кругъ:з центрь ею будетъь ае- 
жать на нормали кь кривой’ вв точкь т. 


р$зки пропоршональные отношенямъ 


Построенле крузовь кривизны. Чтобы опредфлить кругь кривизны въ 
точк& т геометрической кривой, проведемъ черезъ эту точку касатель- 
ную къ кривой и какую-нибудь трансверсаль 7.4; составимъ произве- 
ден1е отр$зковъ, заключающихея на этихъ двухъ прямыхъ между точ- 
кою т и другими вфтвями кривой. Пусть Ги Р будутъ эти произ- 
веден1я. 

Черезъ произвольную точку и проведемъ дв прямыя, параллельныя 
касательной и трансверсали; составимъ произведен1е отрфзковъ на 
этихъ параллеляхъ между точкою и и Еривою; пусть эти произвелен1я 
будуть Ти ТП. 

РТ 

Отложимъь на трансвереали тА отрфзокъ равный п. т: "онещь 
971010 отртзка будеть лежазть на искомомъ крут кривизны. 

Изъ этого построен1я слфдуетъ, что, если означимъ черезъ © уголъ 
между трансверсалью 7.4 и касательной, величина А рад1луса кривизны 

1 РГ 
25т0`П`Т 

Если кривая т-ой степени, то произведев1я Т и П будуть состоять 
изъ 72 линейныхъ множителей, Р—изъ т—1‚, а ТГ—изъ т—2. 

Когда кривая начерчена, то эти множители будуть отрфзки на транс- 
версаляха; если же кривая дана уравнен1емъ, то изъ него найдемъ не- 
посредственно величины четырехъ произведенай Р, Т, П, Т, какъ это 
извфстно изъ общей теор1и уравненай. 


будетъ: А = 


Кривая должна быть начерчена вполнЪ, т.-е. со вс$ми своими вЪт- 
вями, чтобы число точекъ пересЪчен1я съ трансверсалями соотвЪтство- 
вазо порядку кривой. Если, напримфръ, кривая привадлежитъ къ числу 
лин]Й четвертаго порядка, называемыхъ овалами Декарта, то нужно 
знать и второй сопутствующий овалъ (сотразпе), обладающий т$ми же 
свойствами; онъ не указывается въ построен1яхъ данныхъ Декартомъ 
и другими геометрами, но заключается въ томъ же уравневн (См. 
Прим. ХХГ. 
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нфйшему обобщев!ю, состоящему въ томъ, что точка зрфйя 
можетъ быть помф$щена не на поверхности сферы, а въ кз- 
кой угодно точкЪ пространства, или даже въ безконечности. 
При этомъ плосвя ©еЪчен!я поверхности втораго порядка 
уже не будутъ давать въ проэкц!и подобныя и подобно-рас- 
положенныя коническя сЪчен1я, или коничесюя сЪчения, 
имфющ!я общую ось подоб1я (ахе 4е зутрфозе); зависимость 
между этими кривыми будетъь имЪть боле сложное выра- 
жен1е; онЪ будуть имфть двойное прикосновене (дйстви- 
тельное или мнимое) съ коническимъ сЗченемъ, предста- 
вляющимЪ видимый перспективный контуръ поверхности вто- 
раго порядка (это коническое сЪчен1е само можетъ быть 
МНИМЫМЪ). 

Эта теорема предложена въ Тга{е 4ез рторзеез ртолесй- 
уез (п°’ 610) и Понселе показаль `примфнене ея къ изуче- 
ню свойствъ системы коническихь сЗчевй, им$ющихъ двой- 
ное прикосновене съ даннымъ. Если къ этой теорем при- 
соединить, какъ въ теор1и обыкновенной стереографической 
проэкци, другую теорему о проэкц1яхъ вершинъ конусовъ, 
огибающихъ поверхность втораго порядка, то получится но- 
вая теортя, представляющая поле для неисчерпаемыхъь и ин- 
тересныхъ изыскан1й,—теор!я, при помощи которой будетъ 
разрёшено множество вопросовъ о построен1и коническихъ 
сфченй при различныхъ условяхъ. (См. Прим чаше ХХУ!]). 


Предыдуния построен!я могуть быть упрощены, потому что вмЪето- 
четырехъ попарно параллельныхъ трансверсалей можно провести только- 
три, изъ которыхъ двЪф должны выходить изъ разсматриваемой точки: 
кривой, а третья можетт быть проведена произвольно. Это видоизм%- 
нен!е въ р$фшен1и разсматриваемыхъ задачъь основывается на прекрас- 
номъ общемъ свойств геометрическихъ кривыхъ, данномъ Карно въ 
Сеотеиче 4е розНот, р. 991. 

Понселе тавбже даетъ построеше касательныхь къ геометрическимъ 
кривымъ въ мемуарф, представленномъ Парижской Академ1и Наукъ оъ 
сентябр$ 1831 года: Апоузе 4ез татзуетзез, аррИдиёе &1а гесйетсйе: 
4ез ртортез ртгодесНиез @ез Ядпев её зитрасез деотей“чдиез (СгеЦе’®. 
Уопгпа|, {. УП, р. 229). 
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28. Способы преобразованя хигуръ. Способы, 
соединенные нами’ во вторую группу, повидимому чужды 
одинъ другому и назначены для различныхъь практическихъ 
примфнен!й; но если смотр%ть на нихъ какъ на способы 
яреобразованая филурз, то вс они могутъ быть сведены 
къ одному, зам5няющему ихъ вполнф, принципу яреобразо- 
вия; этотъ принципъ, по нашему мн%Ъв!ю, представляеть 
новое учете въ высшей степени важное, допускающее бо- 
лъе широкое и’ удобное употреблеше, чфмъ ве эти раз- 
личные способы. Оно можетъ быть основано на олной тео- 
ремЪ, на которую мы смотримъ какъ на посяЪднее обоб- 
щен1е и какъ на первоначальный источникъ всхъ принци- 
повъ, породившихъ вышеперечисленные методы. Прибавимъ, 
что всф друг1е подобные методы преобразованч фигуръ въ 
друге того же рода, которые могуть быть открыты впо- 
сл5детв1и, будутъ не болЪе какъ выводы изъ этой единствен- 
ной теоремы. 

29. Взаимныя поляры и друШе подобные 
методы. Начало двойственности. Что касается 
теор взаимныхъ поляръ, служащей для преобразован1я фи- 
гуръ въ друг1я разноролныя съ ними (въ вихъ плоскости и 
точки соотвфтетвують точкамъ и плоскостямъ данныхъ фи- 
гувъ) и для превращеня свойствъ данныхъ фигуръ въ свой- 
ства фигуръ преобразованныхъ, въ чемъ и выражается по- 
стоянная двойственность формъ и свойствъ пространства, — 
то мы уже высказали (Аппаез ае Мафетайчдиез, $. ХУШ, 
р. 270), что эта теор1я не есть единственный способъ для 
этой цфли: существуетъь много другихъ способовъ, обнару- 
живающихь ясно туже двойственность и столь же удоб- 
ныхъ для приложений. 

Такъ, двойственность уже два вФка тому назадъ *“) была 


*) Мы уже говорили, что теорема, на которой основывается двой- 
ственность этого рода, дана была Снелмемъ и что открыте ея было 
подготовлено преобразован1емъ сферическихъ треугольниковъ, которое 
употреблялъ Вьетъь при рфшенш н$Фкоторыхъ вопросовъ сферической 
тригонометрии. 
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усмотрЗна въ геометр1и сферы, гд$ каждая фигура имфетъ 
свою дополнительную (зирыететщолте), въ которой дуги 
большихъ круговъ соотвтствуютъ точкамъ первоначальной 
фигуры и дуги эти проходятъ черезъ одну точку, если точки 
первоначальной фигуры лежать на одномъ большомъ круг$; 
эта двойственность на сферЪ съ совершенною очевидност1ю 
обнаруживаетъ также двойственность и плоскихъ фигуръи 
даеть очень удобное средство для преобразован1я ихъ. 

ДЪйствительно, представимъ себЪ на сфер» какую-нибудь 
фигуру и ея дополнительную (т.-е. фигуру огибающую. дуги 
большихъ круговъ, которыхь плоскости перпендикулярны 
къ радлусамъ проведеннымъ въ точки первой фигуры); сд%- 
лаемъ перспективу обфихъ фигуръ на плоскость, помфстивъ 
глазъ въ центрз сферы; въ перспектив получаемъ дв$ взаим- 
ныя фигуры и въ нихъь законъ двойственности очевиденъ. 

Но нетрудно видЪть, что такое преобразован1е плоской 
фигуры можетъ быть выполнено прямо въ ея плоскости безъ 
пособ1я вспомогательной сферы. ДЪйствительно, перпендику- 
ляры, опущенные изъ каждой точки начальной фигуры на 
соотв$тственныя этимъ точкамъ прамыя второй фигуры, 
проходятъ чрезъ одну и ту же точку, именно чрезъ ортого- 
нальную проэкцю центра сферы на плоскости фигуры; въ 
этой точк$ каждый перпендикуляръ дфлится на два отр%зка, 
произведен1е которыхъ постоянно, ибо оно равно квадрату 
разетоян1я центра сферы отъ плоскости фигуры. Сл$дова- 
тельно для получен1я взаимной фигуры достаточно черезъ не- 
подвижную точку въ плоскости данной фигуры провести 
прямыя въ каждую ея точку, отложить на продолжен!и этихъ 
прямыхъ, считая отъ неподвижной точки, отр$зки обратно- 
пропорцлональные длин первыхъ прямыхъ и въ конц этихъ 
отр%зковъ провести къ нимъ перпендикуляры. Эти перпен- 
дикуляры будуть соотв$тетвовать точкамъ данной фигуры и 
будуть огибать взаимную фигуру. 

30. Ясно, что такой способъ преобразован1я фигуръ при- 
лагается и къ фигурамъ трехъ изм$ренй. Мы выражаемъ 
его сл$дующимъ образомъ. 
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Пусть дана физура в5 пространствъ; через» произвольно 
взятую неподвижную точку проводимз во всь точки этой 
фулуры прямыя линми и на нихз (или на ихз продолженми 
по друзую сторону отз неподвижной точки) откладываемз 
отръзки обратно-пропориональные длинь этилхь линий; 
черезз концы отртзковз проводимз плоскости перпендику- 
лярныя кз направлению отртзкое5; эти плоскости будуть 
отибалть друцю физуру, которая будетз взаимная данной 
‚68 ПОмз смысль, каьз это понимается вз учении о дв0%- 
ственности. Т.-е. плоскостямъ данной фигуры будуть со- 
отвЪтетвовать точки новой фигуры, и если плоскости про- 
ходятъ чрезъ одну точку, то соотвЪтственныя имъ точки 
будутъ лежать въ одной плоскости *?). 


Когда обратно-пропорц1овальныя величины откладываются 
на самыхъ прямыхъ, проводимыхъ изъ неподвижной точки 
къ точкамъ данной фигуры, то перпендикулярныя плоскости 
въ концахъ отр$зковъ будуть полярныя плоскости точекъ 
данной фигуры относительно н$которой сферы, имфющей 
центръ въ неподвижной точкф. 


Нашъ способъ преобразовав!я обнимаетъ собою такимъ 
образомъ теорю взаимных полярз относительно сферы; онъ 
даже общфе этой теори, потому что въ ней полярныя пло- 
скости проходятъ всегда между соотвЪЗтственными имъ точ- 
камъ данной фигуры и центромъ сферы, тогда какъь въ на- 
шемъ способ$ преобразовав1я плоскости могутъ проходить 
и по другую сторону неподвижной точки, представляющей 
собою центръ *'). 


5) Доказательство этой теоремы чрезвычайно просто. Оно изложено 
въ Примфчани ХХХ. 

26) Наше заьЁчан1е о степени общности теорй!и взаимныхъ поляръ 
относится только въ геометрическому, а не аналитическому смыслу 
этой теор1и; въ аналитическомъ же смысл$ радлусъ сферы, относительно 
которой берутся поляры, можетъ быть мнимый и тогда полярныя пло- 
скости точекъ данной фигуры будутъ проходить по другую сторону, 
относительно точки представляющей центръ. 
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Намъ казалась достойною вниман1я эта указанная нами 
тфеная связь между теорею взаимныхъ поляръ, появившеюся 
весьма недавно, и двойственностю сферическихъ фигуръ, 
которая извЪстна и употребительна уже около двухъ сто- 
Лт. 

31. Перейдемъ кь другимъ способамъ преобразованя. 

Изъ нихъ два основываются, подобно предыдущему, на 
изв$стныхь уже теор1зхъ. Первый содержится въ той по- 
ризмъ Евклида, которую мы изложили, говоря о Матема- 
тическомь Собрами Папаа (1-я эпоха, п° 31, въ выноск®): 
ВЪ этой поризмВ для всякой точки плоской фигуры строится 
соотв$тственная прямая и легко видЪть также, что, еели 
точки первой фигуры находятся на одной прямой, то соот- 
вътетвенныя имъ прямыя второй фигуры, будутъ проходить 
черезъ одну точку. 

Второй способъ вытекаетъ изъ теор1и взаимных кривыхъ 
и поверхностей; аналитическое изложен1е этой теор1и дано 
Монжемъ (См. ПримЪчане ХХХ). 

32. Можно предетавить себБ еще друге способы пре- 
образованля. 

Предеставимъ себЪ, напримръ, въ пространств трегран- 
ный уголъ и треугольникъ, помфщенный въ плоскости, про- 
веденной чрезь вершину этого треграннаго угла; черезъ 
каждую точку данной фигуры въ пространств проводимъ 
три плоскости черезъ стороны треугольника; эти плоскости 
перес$кутея съ соотвЪтетвенными ребрами треграннаго угла 
въ трехъ точкахъ, опред$5ляющихъь плоскость; построенныя 
такимъ образомъ плоскости будутъ огибать новую фигуру, 
которая будетъ находиться съ данною въ соотношен!и д30%- 
ственности. 

Сообщимъ данной въ пространств фигурЪ какое-нибудь 
безконечно-малое перемфщене и проведемъ во всЪхъЪ точ- 
кахъ нормальныя плоскоети къ траэкторлямъ; эти плоскости 
будутъ огибать вторую фигуру, находящуюся съ первой въ 
соотношен1и двойственности, такомъ же какъ и предыду- 
ций случай. 
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Положимъ, что на данную въ пространств фигуру д3й- 
ствуютъ различныя силы; черезь каждую точку проводамъ 
главную плоскость силъ по откошеню къэтой точкЪ; таюя 
плоскости будуть огибать новую фигуру, взаимную относи- 
тельно первой въ такомъ же смыслЪ какъ въ предыдущихъ 
случаяхъ. 

33. Первый изъ этихъ способовъ преобразован!я, въ ко- 
торомъ употребляется трегранный уголъ, иметь себЪ со- 
отвзтственный способъ на плоскости, именно вышеприве- 
денную ”оризму Евклида. Два остальные способа не имЗють 
соотв$тствующихь на плоскости, но тЪмъ не менфе могутъ 
служить для преобразован1я плоскихъ фигуръ. ДЪйствительно, 
пусть дана фигура на плоскости; сообщимъ плоскости этой 
безконечно малое перем5щен1е.въ пространств$; нормальныя 
плоскости къ траэктор1ямъ различныхъ точекъ фигуры бу- 
дутъ огибать коническую поверхность (вершина которой на- 
ходится въ плоскости фигуры) *7) и произвольная сЪФкущая 
плоскость пересЪчетея съ этою коническою поверхностью 
по фигурЪ, взаимной относительно данной. 

Такимъ же образомъ можно для преобразован1я плоскихъ 
фигуръ пользоваться всякимъ преобразованемъ въ простран- 
ств, не имфющимь себф соотвтетвующаго плоскости. 


34. Самый обший принципъ преобразования. 
Мы могли бы указать еще нЪсколько другихъ частныхъ пр1е- 
мовъ преобразован1я, которые, подобно предыдущимъ, мо- 
гутъь на плоскости или въ пространств служить для того же 
назначен1я, какъ и теор1я вззимныхъ поляръ. 

Но веб эти способы, также какъ и способы видоизмне- 
н1я (дероттанот), о которомъ мы говорили выше, могутъ 
быть замБнены единственным принципомъ, болфе общимъ 
и обширнымъ, ч$мъ каждый изъ нихъ. Этоть принципъ, 
содержалий въ себЪ все учене о преобразованш (ф’апзГо’- 


*7Т) Доказательство этой теоремы мы дадимъ въ сочинен!и о геомет- 
рическихъ свойствахъ движен!1и свободнаго твердаго тфла въ про- 
странствЪ. 
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тают) фигуръ, вытекаетъ изъ одной элементарной теоремы, 
въ которой по нашему мн$н1ю первоначально заключается 
свойство двойственности присущее пространственнымъ фор- 
мамъ,—Ссвойство, о которомъ ученые геометры хотя уже 
писали и глубоко философски взглянули на этоть отдЪлъ 
геометр!и, но не восходили еще до основнаго принципа, не- 
зависимаго отъ всякой частной теори. 

35. Частный характеръ теор1ли взаимныхъ 
поляръ. Н$которыми соображен1ями объ этомъ принципЪ 
преобразован1я и о теор1и взаимвыхь поляръ мы пояснимъ 
теперь, вь какомъ смысл упоминаемый принципъ иметь 
боле общности, нежели эта теория. 

Фигуры, разсматриваемыя въ преобразовани этого рода, 
обладаютъ свойствомъ взаимности, заключающемся въ томъ, 
что каждой точкь данной филуюы соотвютствуетз пло- 
скость в5 преобразованной и, взаимно, каждой точкъ пре- 
образованной фиуры соотвьтствуеть плоскость данной. 
Это вытекаетъ изъ единственнаго требовав1я при построе- 
ни второй фигуры, именно: чтобы плоскости этой филуры, 
соотвътствуюция точкам данной, лежащим в5 одной пло- 
скости, необходимо проходили черезх одну точку. Въ этомъ 
и состоитъь взаимное соотвЪтстве между точкою второй фи- 
гуры п плоекост1ю первой. 

Въ этомь услови заключается все учен1е о взайимномъ 
преобразовани, потому что этимъ оно отличается отъ без- 
численнаго множества другихъ способовъ преобразования, 
вЪ которыхъ плоскостямъ соотвЪтетвуютъ точки, или же 
точкамъ—плоскости, но въ которыхъ оба эти обстоятельства 
не имфютъ мЪфста въ одно и тоже время; услове это выпол- 
няется въ теор1и взаимныхъ поляръ, такь какъ здфеь по- 
лярныя плоскости точекь одной и той же плоскости про- 
ходять черезъ одну точку (или, другими словами, если вер- 
шины конусовъ описанныхъ около поверхности втораго по- 
рядка лежать въ одной плоскости, то плоскости кривыхъ 
прикосновен1я проходятъь черезь одну точку). Вотъ почему 
теор1я поляръ является средствомъ для взаимнаго преобра- 
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зованшя фигуръ и обнаруживаеть свойство двойственности 
пространства. 

Но въ этой теор есть чаетная особенность: въ ней, 
точк%, черезъ которую проходатъ плоскости первой фигуры, 
соотвЖтетвуетъь на второй именно та плоскость, въ которой 
лежатъ точки, соотвЪтетвенныя этимъ плоскостамьъ, т.-е. по- 
лярная плоскость. Такимъ образомъ здЪеь первая фигура 
можеть быть построена изъ второй точно также, какъ вто- 
рая строится изъ первой. ЭЗдЪБеь мы ветр$чаемъ сл5дова- 
тельно совершенную взаимность, или лучше сказать пол- 
ное тождество въ построени обЗихь фигуръ. 

Такъ какъ до сихъ поръ теор!я взаимныхь поларъ была 
единственнымъ средствомъ для взаимнаго преобразованя фи- 
гуръ, то можно было думать, что вышеупомянутое согласе 
или полная взаимность формъ есть сл$детвые тождества въ 
построени ихъ по этому способу. Но это была бы большая 
ошибка. Тождество построеня есть случайное обстоятельство, 
свойственное теории взаимныхъ поляръ и ветр$5чающееся 
также въ н®которыхъ другихъ прлемахъ преобразован!я; но 
не оно пораждаете двойственность пространства; этого 
тождества нЪтъ во многихъ способахъ взаимнаго преобразо- 
ван1я, между прочимъ и въ томъ, который, какъ мы пока- 
жемъ, заключаеть въ себ вс друме какъ слБдетая или 
какъ частные случаи. Поэтому мы совсёмъ не пользуемся 
этимъ тождествомъ построен1я и устраняемъ его въ на- 
шемъ изложен учен1я о преобразовании, какъ обетоятель- 
ство частное и случайное. 

36. Частный характеръ н%которыхъ дру- 
гихъ способовъ преобразован!я. Въ способ» пре- 
образован1я посредствомъбезконечно-малыхъ движенй встрф- 
чаемъ опять тождество построен1я, также какъ и въ теор 
поляръ: здЪеь плоскости нормальныя къ траэктор!ямъ то- 
чекъ первой фигуры огибаютъ такую вторую фигуру, что 
если ей сообщить такое же движене, какъ первой, то пло- 
скости нормальныя къ ея проэктор1ямъ огибали бы первую 


фигуру. 
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Подобная же взаимность иметь м$ето въ фигурахъ, для 
нреобразован!я которыхъ разсматриваетея система силъ. 

Но не то будетъ въ преобразован при помощи трегран- 
наго угла. Если точка описываеть какую-нибудь фигуру, то 
соотвфтетвенная ей плоскость, построенная, какъ было выше 
показано, при помощи треграннаго угла, огибаетъ вторую, 
соотв$тетвенную или производную, фигуру. Но, если точка 
будеть описывать эту вторую фигуру, —подвижная плоскость 
не будеть уже огибать первую фигуру, какъ въ теорли по- 
ляръ или въ преобразован1и поередетвомъ безконечно-малаго 
перем$щен1я; она будеть огибать третью фигуру, совершенно 
отличную отъ первой. Только въ частномъ случаф, когда 
вершины треугольника лежать въ плоскостяхъ граней тре- 
граннаго угла, будетъь имЪть мФ$ето тождестве построенля, 
т.-е. третья фигура не будетъ отличаться отъ первой. 

Въ преобразованйи плоскихъ фигуръ на основан!и яоризмы 
Евклида тождества никогда быть не можетъ. Вогда точка 
описываетъ данную фигуру, соотвЗтетвующая прямая оги- 
баетъ вторую, производную, фигуру; но, если точка будеть 
описывать вторую фигуру, то соотв тствующая прямая бу- 
детъ огибать новую фигуру, всегда отличающуюся оть первой. 

Впрочемъ всегда можно по данному способу преобразо- 
ван1я первой фигуры во вторую найти такой другой способъ, 
поередетвомъ котораго вторая фигура воспроизводить пре- 
вую. Въ частныхъ случаяхъ, представляемыхъь теорлею по- 
ляръ, способомъ безконечно-малаго перем$щен1я данной фи- 
гуры и пр. эти два обратные способа преобразованя, вообще 
различные между собою, становятся совершенно одинако- 
выми. Нами даны обия соотношен1я между такими двумя 
обратными способами, такъ что, зная одинъ, можно опре- 
дълить другой. 

37. Теор1я поляръ неесть самый обпий спо- 
собъ преобразоватя. Мы высказали эти, можеть 
быть слишкомъ подробныя, соображен1я съ цзлю утвердить 
въ ум$ читателя мысль, что двойственность пространства 
ни коимъ образомъ не проистекаеть изъ особенностей по- 
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строев1я, которыя, какъ могло казаться судя по теор по- 
ляръ, составлаютъ повидимому отличительный характеръ 
преобразован!й обнаруживающихъ эту двойственность. 

Изъ нашихъ соображен!й слЗдуетъ также, что теор1я 
взаимныхъ поляръ не есть наибол$е общий сепособъ преобра- 
зован1я. Впрочемъ, если бы мы имфли въ виду обнаружить 
только эту истину, то намъ было бы достаточно сказать, 
что въ общемъ способ преобразован1я, обнимающемъ всЪ 
друпе, можно для построен1я фигуры взаимной съ данною 
фигурой выбрать произвольно въ пространствЪ пать плоско- 
стей соотв тетвующихь пяти даннымъ точкамъ первой фи- 
гуры; тогда какъ въ епособЪз взаимныхъ поляръ двЪ взаим- 
ныя фигуры связаны между собою боле тБеными условями. 
ДЪФйствительно, разсматривая два тетраэдра, въ которыхъ 
вершинамъ одного соотв$тетвують грани другаго, увидимъ, 
что четыре прямыя, соединяющ1я вершины перваго тетра- 
эдра съ соотвЪтетвенными вершинами втораго,—т.-е. съ 
вершинами противоположными соотв тетвеннымъ гранямъ,— 
всегда представляютъ четыре образующя гиперболоида съ 
одною полостью, принадлежапля къ одному роду образова- 
н1я поверхности **). | 

Друйе способы преобразован1я предетавлаютъ точно также 
нЪкоторыя частныя соотношен1я между взаимно соотв$т- 
ствевными фигурами, но не такя, какъ только что указан- 
ныя нами въ полярно-взаимныхъ фигурахъ. 

Такъ, въ преобразовании посредствомъ безконечно-малаго 
перем$щен1я обнаруживается, что дв$ кавя угодно прямыя 


*) Это потому, что прямыя, соединяюиия четыре вершины тетра- 
эдра съ полюсами противоположныхь зраней, относительно какой 
узодно поверхности вторалю порядка, суть образующая одноло рода 
образованля зиперболоида съ одною полостаю. 

Теорема эта, доказанная нами въ Алиез 4е Майетайдиез %. ХХ, 
р. 76, доставляетъ множество сл$Бдетвй. Изъ нея, напримЗръ, выхо- 
диТЪ, что четыре перпендикуляра, опущенные изъ вершинь тетраэдра 
на противоположныя зрани, суть четыре образуючия одноло рода об- 
разования’ зиперболоида. 
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съ двумя ихъ производными должны быть образующими од- 
ного рода на поверхности гиперболоида. 

38. Преобразован1е метрическихъ и угло- 
выхъ соотношевй. До сихъ поръ мы говорили только 
о начертательныхъ соотношен1яхъ взаимно соотв тствевныхъ 
фигуръ и о соотношен1яхъ, зависящихъ только отъ ихъ по- 
ложен1я; но необходимо раземотрЪть также зависимость 
между ихъ метрическими и угловыми разм рами. Этого рода 
соотношев1я входятъ въ изложене теоремъ, зависящихь отъ 
разм5ровъ фигуръ. 


Общия выражен1я зависимости между разм$рами первона- 
чальной и взаимно. соотвЪтственной фигуръ, вытекають изъ 
очень простаго принципа, который не употреблялся въ тео- 
р1и поляръ, вел5детне чего эта теор!я, получившая весьма 
общее приложене къ преобразованю — начертательвыхъ 
свойствъ, имфла очень ограниченное прим$нене къ соотно- 
шен1ямъ количественнымъ; не были въ употреблени даже 
вез соотношен1я, которыя существуютъ при преобразовани 
помощю полярф, и за недостаткомъ того общаго принципа, 
о которомъ мы говоримъ, для преобразованя количествен- 
ныхь соотношенй пользовались только двумя частными слу- 
чаями способа полярт. Именно, приниФали за вепомогатель- 
ную поверхность или сферу, какъ Понселе въ Метоте ит 
4 Шеоте депетайе 4ез рщазтез гесртодиез *°) и потомъ Бо- 
билье 3°), или же—параболоидъ, какъ это предложено нами 
въ двухъ мемуарахъ Фи’ [4 Фгапзоттайот ратабойдие 4ез 
у@аноиз тездиез 3") 

Изъ этихъ двухъ способовъ преобразован1я вытекаютъ не- 
одинаковыя количественныя соотношен1я между двумя взаиу- 
ными фигурами. Въ первомъ случа соотношенте заключается 
ВЪ ТОМЪ, ЧТО уголъ между двумя плоскостями въ одной фи- 


*) СтеПе’з „Лоиги +. ТУ. Мемуаръ этотъ былъ представленъ Па- 
рижской Академп Наукъ 12-го апр$ля 1824 г. 

30) Аппа[ез 4е МайетаНаиез, +. ХУШ, 1827—1828 г. 

31) Соглезроп4епсе тайетайдие де дпее1еф, +. У её УТ. 
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гур$ равенъ углу между радлусами вспомогательной сферы, 
лроведенными въ тф точки второй фигуры, которыя соот- 
вфтствуютъь этимъ плоскостямъ °*); во второмъ же случа» со- 
отношен1е таково, что отрЗзокъ оси вепомогательнаго пара- 
болоида между двумя плоскостями одной фигуры равенъ 
ортогональной проэкцш на эту ось прамой, соединяющей 
во взаимной фигур двЪ точки, соотвфтетвенныя этимъ пло- 
СкоСтТямМЪ. 

Оба эти способа преобразован1я съ одинаковымъ удоб- 
ствомъ были приложены ко вс$мъ соотношен!ямъ, пред- 
ставляющимся въ теори траневерсалей. ЁВромЪ того, пер- 
вый прилагался къ н5фкоторымъ особымъ угловымъ соотно- 
шен1ямъ, напримфръ къ теоремамъь Ньютона и Маклорена 
объ органическомъ образовани коническихъ сЪченй; вто- 
рой же—къ н$которымъ соотношен1ямъ между прямолиней- 
ными разетоянями, преимущественно къ теор1ямъ Ньютона 
о геометрическихъ кривыхъ, причемъ мы пришли къ совер- 
шенно новому роду свойствъ этихъ кривыхъ °°). 

39. ЕромЪ указаннаго различя въ общихъ количествен- 
ныхъ соотношен1яхъ эти два способа взаимнаго преобразо- 
ваня отличаются также и въ соотношен1яхъ начертатель- 
ныхЪ, велЪдетв1е чеге эти способы являются съ характе- 
ромъ до извЪетной степени частнымъ и ограниченнымъ. 

НапримЪръ, когда за вспомогательную поверхность бе- 
рется сфера и если въ составъ первой фигуры входить дру- 
гая сфера, то ей во взаимной фигурЪ будеть соотвЪтетво- 
вать поверхность вращен1я втораго порядка, такъ что об- 
щихь свойствъь какой угодно поверхности втораго порядка 
мы этимъ путемъ не получаемъ. 


3?) Мемуаръ Понселе о взаимныж поларахъ. 

33) Приведемъ для прим$ра одно изъ такихъ свойствъ, выражаемое 
сл$дующею теоремой: Если проведемъ кт геометрической кривой вс\Ъ 
касательныя параллельныя данному направлен1ю, то центръ среднихъ 
разстоян!й ихъ точекъ будетъ находиться въ точкЪ, положен!е которой 
остается одно ип тоже при веякомъ направленш параллельныхъ каса- 
тельныхъ. Точку эту мы назвали центромь кривой. Тфмъ же свойствомь 
обладаютъь п геометрическая поверхности. 
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Точно также, при выбор за вепомогательную поверх- 
ность параболоида, если преобразуется фигура; въ составъ 
которой входитъ эллипеоидъ, то во взаимной фигур ему 
будеть соотв тетвовать всегда гиперболоидъ, но никогда не 
эллипсоидъ. Но важнфИшее неудобство заключается не въ 
этомъ недостаткз общности, а въ томъ, что безконечно 
удаленнымъ прямымъ первой фигуры будутъ здЪеь соотв$т- 
ствовать прямыя параллельныя оси пароболоида и слЪдова- 
тельно проходяшля черезъ одну и туже безконечно-удален- 
ную точку. Такимъ образомъ мы получаемъ свойство раз- 
личныхъ системъ параллельныхъ лин, тогда какъ при упо- 
треблен1и другой вспомогательной поверхности имфли бы 
вмфето этого-—свойство прямыхъ, проходящихъ черезъ одну 
точку. 

Правда, можно затфмъ другимъ путемъ (имевно помопию 
способовъ второй группы нашего д$леня) распространить 
свойства сферы на ве поверхности втораго порядка и 
свойства системы параллельныхъь прямыхъ на систему ли- 
ый, проходящихь черезъь одну точку; но это, какъ въ гра- 
фическомъ, такь и въ теоретическомъ смысл, будеть уже 
не одна, а дв различныя операпли. 

40. Общай принципъ преобразованая, изложенный въ на- 
шемъ мемуар, за исключен!емъ н$зкоторыхъ случаевъ, гдЪ 
начертательныя и количественныя соотношен!я им$ютъ елиш- 
Еомъ частный характеръ для ето примЗневя, предетавляетъ 
почти всегда, и особевно при изелБдовани метрическихъ 
соотношенй, не только преимущество большой общности, 
но и выгоду болЪе удобнаго и быстраго приложенля, ч$мъ 
вс$ частные методы. 

Принципъ взаимнаго преобразованя (Ф’аизоттайоп) и 
принципъ видоизм$неня (4е/оттайо"), замфняющй ©обою 
способы нашей второй группы,—разематриваемые съ такой 
точки зрфн1я и прилагаемые въ своемъ наиболБ5е общемъ п 
отвлеченномъ значен!и, оправдываютъ наставлене знаменитаго 
творца Небесной Механики: „Предпочатайте обще способы, 
старайтесь излагать ихъ по возможности просто,— и вы уви- 

17% 
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дите, что они всегда будуть въ то же время самые про- 
стые“ *°). Лакруа, съ авторитетомъ, который онъ имЗетъ въ 
наук5 по своей громадной опытности и глубокимъ позна- 
н1ямъ, прибавилъ къ этому: „обе способы вм$етЪ съ т$мъ 
раскрываютъ лучше всего истинно - философеюмй смысль 
науки“ °°). 

41. Особыя теор1и въ геометрти. Въ послёдне 
тридцать лЗть геометрля обогатилась столь многими и раз- 
нообразными предложенями и даже теор1ями, что въ нашемъ 
. обзор ея усп$ховъ за это время мы принуждены были 
остановиться только на важнЪйшихъ методахъ, указывая ихъ 
происхождене, характеръ и употребление въ рац1ональной 
геометрли. 

Боле подробный разборъ множества сочиненй, въ кото- 
рыхъ для настоящей минуты заключаетея будущность гео- 
метр!и и зачатки ея дальнфйшаго развитя, былъ бы без- 
спорно очень полезенъ, но на это потребовалея бы цфлый 
томъ и чрезм$рно расширились бы границы, въ которыхъ 
мы должны держаться. 

Однако мы не можемъ не остановиться на двухъ, изъ. 
множества другихъ отд$ловъ, которые по различнымъ при- 
чинамъ предетавляютъ, какъ намъ кажется, особенную важ- 
ность для развит!я отвлеченной геометри и ея приложешй 
къ вопросамъ о явлен1яхъ природы. Мы говоримъ о теор 
поверхностей втораго порядка и о геометри сферы, т.-е. 
учени о сферическихъ фигурахъ. 

Посл5днее ученте существуеть уже такъ давно, поверх- 
ности же втораго предмета представляютъ предметь на- 
столько избитый, особенно въ посл$дн!е годы, что можетъ, 
вфроятно, возникнуть сомнфн1е, возможно-ли еще что-нибудь 
сдЪлать въ этихъ двухъ отдфлахъ геометруи и имфють ли 
они дфйствительно ту важность, которую мы имъ приписы- 
ваемъ. Поеп5шимъ оправдать наше мн$зне, что бы преду- 


3) беатсез 4ез 6с0ез поттЩез, т— 8%, 1800, +. ТУ, р. 49. 
35) Е53а13 зи’ Репзадпетет, 3-е е4. т—8°, 1828. 
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предить чувство недоврчивости, которое мы боимся встр*- 
тить во многихъь геометрахъ, прочитывающихь наше сочи- 
нен1е. 

42. Геометрля сзеры. Геометря сферы восходить 
до глубокой древности; она получила свое начало въ тотъ 
день, когда астрономъ-философъ сдЪлалъь попытку открыть 
связь между явлепями планетнаго ма. Мы видфли, что 
Гиппархъ, Оеодослй, Менелай, Птоломей обладали уже зна- 
чительными познан!ями въ сферической тригонометрии. Но 
вся эта наука приводилась къ вычисленю треугольниковъ; 
хотя впослфдетви она развилась и въ рукахъ нашихъ зна- 
менитЪйшихъ геометровъ достигла высокой степени совер- 
шенства, но всегда оставалась въ однихъ и т8хъ же рам- 
кахъ, потому что сохраняла всегда одно и то же назначене, 
именно — вычислен!е треугольниковь для употребленя въ 
астрономии, мореплавани и въ тЪхъ громадныхъ геодезиче- 
скихь работахъ, которыя открыли намъ истинную форму 
земнаго сфероида. Но эта наука, соотвЪтетвующая почти 
вполн$ ученю о прямой лини и о треугольникахъ въ гео- 
метр1и на плоскости, ве составлясть еще всей геометруи 
сферы. На этой кривой поверхности очевидно можно. по- 
добно фигурамъ на плоскости, разсматривать множество раз- 
личныхъ фигуръ, начиная съ круга какъ фигуры простфйшей. 

Но такое естественное распространене было введено въ 
геометр1ю сферы не болЪе сорока л$тъ тому назадъ. Это 
сдфлано было геометрами с$верной Европы. Если оставить 
въ сторонЪ теорю сферическихъ эпициклоидъ и нЪкоторыя 
особыя изелфдованя, напр. изел$дованая Гвидо Гранди о 
кривыхъ, названныхь клелями, то мы не зам$тимъ, чтобы 
кто нибудь пытался разр шить на сфер задачи, подобныя 
задачамъ плоской геометрли, раньше Лекселя (Глехе|), кото- 
рый въ Актахъ Петербургской Академи (т. У и УГ) изел$- 
довалъ свойство круговъ проведенныхъ на сфер$, подобныя 
свойствамъ круговъ на плоскости. Этому геометру обязаны 
мы изащною теоремою о кривой, представляющей м$ето 
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вершинъ сферическихъ трёугольниковъ, имфющихъ общее 
основане и одинаковую площадь. 

Векор$ послБ этого Фуссъ, соотечественникъ Лекселя, 
въ двухъ мемуарахъ (Моуа Аба, $. Ш её ТУ) разр шилъ 
несколько вопросовъ сферической геометр!и, занимаясь пре- 
имущественно свойствами сферическало эллипса. Это-—кри- 
вая представляющая м$сто вершинъ треугольниковъ, им$ю- 
щихь общее основаше и постоянную сумму двухъ другихъ 
сторонъ. Фуссъь нашелъ, что эта кривая есть пересчеше 
сферы съ конусомъ втораго порядка, им$ющимъ вершину 
въ центр сферз; другими словами, —это есть лин1я кри- 
визны конусовъ втораго порядка 3°). 

Эти первыя работы Лфкселя и Фусса были продолжаемы 
въ Актахъ Петербургской Академи Шубертомъ °'), о кото- 
ромъ мы уже говорили по тому поводу, что онъ всю сфе- 
рическую тригонометрлю основалъ на одной теоремз Пто- 
ломея. Этотъ геометръ рфшилъ многе вопросы о геометри- 
ческихъ м5етахъ вершины треугольника, им$ющаго незм$н- 
ное основане, какъ въ задачахъ Лекселя и Фусса, но двз 
друмя стороны котораго подчинаютея различнымъ другимъ 
услов1ямз. 

Этотъ новый родъ изысканй, обфщавпий обильную жатву 
новыхъ и интересныхъ истинъ, остался однако такъ мало 
зам$ченнымъ, что изъ изящной теоремы Лекселя, хотя она 
и пом5щалась въ многочисленныхъ издан1яхъ геометрли Ле- 
жандра, никто не вывелъ заключения о существовании подоб- 
ной же и не мен$е интересной теоремы, получаемой изъ нея 
согласно теор1и дополнительныхь фигуръ. Только въ недав- 
нее время ЗотНи получилъ прямо эту теорему въ мемуар о 


36) Эта кривая описывается на сферЪ, подобно эллипеу на плоскости, 
посредствомъ нити, концы которой укр$илены въ двухъ фокусахъ и 
которая натягивается подвижнымъ остр1емъ. Фуссъ получилъ этотъ за- 
мфчательный выводъ изь своихъ формулъ. Еели длина нити равна по- 
луокружности сферы, то описываемая кривая будетъ бозьшой кругъ 
при какомъ угодно разстояни мзежду фокусами. 

37) № %а аа, %. ХП, 1794, р. 196. 
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сферической тригонометр1и, въ которомъ двойственность 
сферическихъ фигуръ, т.-е. двоякаго рода свойства ихъ, из- 
ложены въ полномъ соотв$тетви между собою °°). 

Весьма также недавно Магнуеомъ, изъ Берлина, былъ снова 
выведенъ на сцену сферический эллипсв Фусса; Магнусъ пу- 
темъ анализа открылъ и доказаль сперва соотв$тетвенное 
свойство конуса и отсюда уже, какъ слБдетве, вывелъ свой- 
ство этого эллипса. Онъ открылъ въ немъ еще другое пре- 
красное свойство, аналогическое съ однимъ изъ важнЪ5йшихь 
свойствъ плоскаго эллипса, именно: дуги двухъ большихъ 
круговъ, проведенныхъ изъ фокусовъ въ точку кривой, 0б- 
разуютъ равные углы съ дугою круга касательнаго въ этой 
ТОЧЕЪ 33). 

43. НЪеколькими годами ране друше геометры разрЪ- 
шили различные вопросы сферической геометр1и и указали 
аналогю ихъ съ вопросами геометр1и на плоскости. Люилье, 
изъ Женевы, нашелъ для сферическихъ прямоугольныхъ тре- 
угольниковъ теоремы сходныя съ важнфйшими предложе- 
н1ями о прямоугольныхъ треугольникахъ на плоскости, ка- 
кова напр. теорема Пиеагора ‘°); онъ опредЗлилъь также 
центръ среднихъ разстоявЙ для сферическаго треугольника“). 
Жергоннъ, въ Апиаез 4е Майетайдиез, предложилъ р*- 
шев1е различныхъ вопросовъ геометри на сфер%, имфющихъ 
себ$ соотвЗтетвенные на плоскости; приведемъ напримфръ 
сл5дующее прекрасное свойство сферическаго четыреуголь- 
ника, принадлежащее также и плоскому четыреугольнику: 
всли сумма двух противоположных сторон равна суммъь 
двухз друтихз, то около четырелольника момно описать 
круз “?). Потомъ Гено (Сабпеаи 4’Аптоп$), професеоръ въ 


8) Аииез ае Мафетандиез, +. ХУ, 1824—1895. 

39) 1614 4. ХУГ. 

10) 70а +. Т, 1810—1811. 

1) Том %. П, 1811—1819. 

42) Изложено въ т. \, стр. 384 п доказана Дюрраномъ въ т. \1, 
стр. 49. 
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ДиажонЪ, открылъ въ сферическихъ четыреугольникахъ, вписан- 
ныхъ въ кругъ, характеристическое свойство, соотв тствую- 
щее въ дололнительныхь фигурахъ теорем Жергона: сумма 
двухз противоположных 411065 такою четыреуюльника 
равна суммъ двулъ остальныхть “*); это свойство есть без- 
спорно одно изъ важнфйшихь въ элементахъь сферической 
геометр1и, такъ какь оно выражаетъ собою простое и богатое 
сл$детв1ями соотношене между четырьмя точками, лежа- 
щими на одномъ маломъ кругф.—Ветле разематривалъ на 
сфер$ многоугольники, составленные изъ дугъ большихъ или 
малыхъ круговъ, и даль простую и изящную формулу для 
вычислен!я ихъ поверхности ‘‘). Этотъ вопросъ уже не разъ 
занималъ геометровъ; прежде всего— Курсье “?), о которомъ 
мы уже говорили какъ о геометрЪ, построившемъ н%кото- 
рыя лини двойной кривизны, затфмъ—Д`Аламберта “*) и 
Боссю “"), которые прилагали къ р%ёшеню аналитичееске 
пр1емы и для которыхъ этоть вопросъ служилъ доказатель- 
ствомъ, что чистая геометр1я представляеть нерФдко болфе 
легюый и быстрый путь, нежели самыя утонченныя и остро- 
умныя вычислена. 

44. Ло сихь поръ мы ветрфтили только нЪеколько раз- 
розненныхъ предложен1й, весьма красивыхъ и способныхъ 
привлечь интересъ къ сферической геометрии, но еще не 
представляющихъ систематическаго и посл довательнаго изу- 
чен!я этого отдфла науки о пространетвЪ. Только въ по- 
слЪднее время стали пытаться основать геометр!ю сферы 
въ такомъ же видЪ, какь существующая геометр1я на пло- 
скости. Первый пошелъ этимъ путемъ, сколько намъ из- 
вЪстно, Штейнеръ въ сочинении о преобризовани и раздъ- 
ленли сферических филуръ на основав1и графическихъ по- 


43) Апищез ае Мафетайадиез, %. ХП, 1821—1822. 

4%) Моитеаих Метотез ае Г.Асааетие 4е ВтгихеПез, %. П, 1822. 

15) биррететщит зрйаеготейчае, эле ичапощатчит @ авдагит т 
зрраегта Поитатит диоаЯ атеаз тепзитайо. 1676. 

46) Метотез ае 1а бобее тоуие ае Тит, %&.1У, р. 127, 1166—1769. 

47} Гтайе ае сйещ @егепне её пщедга, +. П, р. 5228. 
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строений ‘*); сочиневне это основано на вышеупомзнутой 
изящной теорем$ Гено. Штейнеръ доказываетъ здЪеь пред- 
ложен1е соотв$тетвующе, по способу дополнительныхъ фи- 
гуръ, теорем$ Фусса о сферическомъ эллипс? ‘°) и находить 
дв дуги большихъ круговъ, играюцйя роль асимптоты ги- 
перболы на плоскости. (Это т$ самые двЪ дуги, которыя мы 
въ Метое зиг 1$ сотаиез зрреуиез назвали цикличес- 
кими длами (атсз сусИдиез) и къ которымъ были приведены 
изслфдован1емъ круговыхъ сфченй конуса втораго порядка). 

Не можемъ входить въ дальнфйпия подробности по поводу 
сочинения Штейнера, которое написано по-н®мецки и из- 
вЪстно намъ только по разбору, находящемуся въ ВиЦейп 
иупиетзе! 4ез зслепсез +. УШ, р. 298. Также кратко ука- 
жемъ на Гудермана по поводу его’ спецлальныхъ и глубо- 
кихъ изсл5дован1й объ аналойи между сферическими и пло- 
скими фигурами °°). 

45. Такимъ образомъ положено начало сферической гео- 
метр1и въ правильной и догматической формЪ; имена гео- 
метровъ, взявшихъ на себя это дфло, ручаютея за быстрые 
усп$хи этого отд$ла науки о пространствЪ. Никто не ста- 


38) СтеИе’з Лоитти и %. И. 

13) Предложен1е это таково: отибающая оснований треулольниковь, 
имъющихь одинаковую поверхность и обийи улолу, есть сферический 
эллитсь. Когда мы сами доказали эту теорему, пом$щенную сперва въ 
Метозте зит (ез зит[асез @и зесоп4 аедтё @4е твоотиНоп, потомъ въ 
спецальномъ сочиненш зи’ [6$ сотздиез зрйетачиез, то думали, что 
намъ первымъ удалось это, такъ какъ не знали тогда разбора мемуара 
Штейнера въ ВиИейп 4ез зс4епсез. Иначе мы указали бы на сочине- 
н1е этого глубокаго геометра съ такимъ же уважен1емт, съ какимъ во 
многихъ случаяхъ указывали на сочинен1е Магнуса о томъ же предметф. 

50) Вт отчет о содержан1н УТ тома журнала Врелля ВиПейп 4ез 
зсепсез ($. ХУ, р. 75, февраль 1831) выражается такъ: „Гудерманъ 
излагаетъ нЪсколько теоремъ, относящихся къ теор1н, называемой имъ 
аналитическою сферикою, начала которой онъ изложилъ въ сочинен!! 
недавно изданномъ въ Вельнф. Задача состоитъ въ томъ, что бы путемъ 
аналог1и переходить отъ свойствъ плоскихъ фигуръ къ свойствамъ 
фигуръ начерченныхь на сфер$ п отвесенныхь къ систем$ сфери- 
ческихъ координатъ.“ 
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нетъ оспаривать теоретической пользы подобныхъ изысканий. 
Чтобы это подтвердить, достаточно замфтить, что плоская 
геометр1я есть не болфе какъ частный случай сферяческой, 
именно тотъ, когда радусъ предполагается безконечнымъ; по- 
этому всЪ важнЪйпия истины первой необходимо находятся 
въ связи съ наиболфе общими свойствами въ послфдней; 
всегда полезно разематривать геометрическя истины ВЪ иИхъ 
наибольшей общности, въ ихъ, если можно такъ выразиться, 
наибольшей близости къ выешимъ законамъ, изыскане ко- 
торыхь есть постоянная цфль всЪхъ усиз геометровзъ. 
При такой общности эти истины предетавляють тавя со- 
отношен1я и аналоги, которыя не замчаются въ ихъ сл$д- 
стяхъ, но которыя обнаруживаютъ ихъ взаимную связь И 
даютъь возможность восходить къ еще бол5е общимъ принци- 
памъ, елЗды которыхъ неясны и неразличимы въ предложе- 
нНяхъ частныхь и ограниченныхъ. Геометр!я сферы, незави- 
симо отъ свойственнаго ей самой характера и безепорнаго 
ея значен1я, заслуживаетъь слЪфдовательно со стороны гео- 
метровъ внимая и изучен!я уже какъ способъ обобщевя 
свойствь фигуръ на плоскости. Мы уже замЗтили выше °'), 
что при настоящемъ состоянм геометр!и обобщенае есть 
самое в$рное средство для лальнЪйшаго ея развит1я и для 
новыхъ открытй. Трудами геометровъ должно руководить 
именно такое направлеше научнаго изслВдованйя :°). 


46. Поверхности втораго порядка. Чтобы за- 
ключить обзоръ развитя и усп$ховъ новЪйшей геометрии, 
намъ остается разсмотрЗть еще одну изъ отдЪльныхъ теорйй, 
наибол5е важную и разработанную, именно теор1ю поверх- 
ностей втораго порядка. 


51) Глава Ш, по 20. 

53°) „Истинно полезенъ такой очеркъ науки, который въ ежедневныхъ 
ея усп$хахъ ищетъ и видитъ только средства для достижен1я общихъ 
законовъ, для включен1я пр1обр$фтенныхь понят въ обиая поняття 
высшаго порядка“. (Негзеве], 0)43соитз зит Решае 4е 14 рриюзорйае 
пазитеЦе). 
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Древн1е знали изъ поверхностей втораго порядка кажетея 
только конусъ, цилиндръ и поверхности вращен!я, которыя 
они называли сфероидами и коноидами °3): до Эйлера не 
усматривалось никакой другой аналоти между формами въ 
пространств$ и столь знаменитыми плоскими кривыми, наз- 
ванными коническими съчемлями. Этоть велищй геометръ 
распространилъ на кривыя поверхности аналитичесый пр1- 
емъ, служивпиий ему для изелЗдован1я кривыхъ лин на пло- 
скости °*) и открылъ въ общемъ уравнени второй степени 
съ тремя обыкновенными координатами пять различныхъ 
видовъ поверхностей °°), между которыми сфероиды и ко- 
ноиды древнихъ являются не боле какъ частными формами. 
Эйлеръ ограничился только этою классификацею. Но этого 
было достаточно, чтобы открыть геометрамъ обширное поле 
изелдован1!й, предетавляемыхъ теор1ею поверхностей вто- 
раго порядка. 

Монжъ и его сотоварищъ Гашетъ поняли вею важность 
этой теори и, подвергнувъ поверхности втораго порядка 
новому, бол$е глубокому и подробному аналитическому из- 
слфдованю, открыли многя важнЪйпйя свойства ихъ. Они 
показали двойное образован1е поверхностей вторэго порядка 
помоппю перемфщающагося круга, которое было извЪзетно 
со времени Дезарга °°) для конусовъ втораго порядка и позд- 
нфе было замфчено только у эллипсоида Д’Аламбертомъ °'); 
въ первый разъ было также обнаружено образовате движе- 


53) За исключен1емъ гиперболоида вращен!я съ одною полостью, ко- 
тораго древв1е не разематривали. 

54) Тутгодисйо т апуят тИпюотит, т— 42, 1748: Аррепб1х, сар. У. 

55) Эйлеръ разсматривалъ параболическай цилиндръ какъ шестой родъ 
поверхностей втораго порядка; впосл$детвйи эту поверхность, также 
какъ цилиндръ съ эллиптическимъ и гиперболическимь основашемъ, 
стали разсматривать какъ разновидности пяти главныхъ родовъ. 

56) Мы упомянули, говоря о Дезарг$, что этоть тгеометръ предло- 
жилъ вопросъ о сфчени конуса втораго порядка по кругу; вопросъ 
этотъ быль рфшенъ имъ и Декартомъ. 

57) Оризсшез тафепийциез, %. УП, р. 163. 
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н1емъ прямой лиши гиперболоида съ одною полостью и 
гиперболическаго параболоида °*). Въ примфчаюи къ трак- 


58) Честь этого открыт!я, одного изъ важифИшихъ въ теор1и поверх- 
ностей втораго порядка, умножившаго ея приложен1я къ начертательной 
геометр1и и къ искуствамъ, принадлежитъь первымъ лучшимъ учениБамъ 
(зах 61ёуез спе; де Ът1еа4е) политехнической школы (См. /оихие] ае 
Ресфе ройдесйтламе, %. Гр. 5). 

Указываемое свойство гиперболоида долгое время доказывалось только 
путемъ анализа. Бывши ученикомъ политехнической школы, я нашелъ 
чисто геометрическое доказательство, которое перешло въ преподава- 
н1е въ школБ и помфщалось во многихь сочинен1яхъ (Сы. Ттайе 4е 
Свотенче аезстюйие ае Уа|ве, р. 86 и Гегоу, р. 267). 

Доказательство это основывается на сл$дующей теорем$: Если пря- 
мая перемюъшается, пересъкая противоположныя стороны АБ,СТ ко- 
сою четыреуюльника АВСШ в такиль точкахь т, п, что 


тА ПО 
= =“. 2С 
30% а постоянное, то она отибаеть зиперболоидь сь одною полостью. 
Это потому, что она будетъ опираться во всефхъ свойихъ положеняхъ 
на всякую другую прямую, перес$кающуюся съ двумя другими проти- 
воположными сторонами четыреугольника, въ двухъ точкахъ р, 4, для 
которыхъ будетъ 
4А _ „РВ 
ар у 2С 
(См. Согтезропдатсе ропеситцие, +. П, р. 446). 

Доказательство этой теоремы очень просто и требуетъ только зна- 
н1я Птоломеевой теоремы о треугольник, пересфченномъ трансвер- 
салью (Соттезропдатсе роуесйичие, %. ПТ, р. 6). Впоел$детвш теорля 
ангармоническаго отношен1я представила намь другое, еще болфе про- 
стое и элементарное доказательство, основывающееся только на по- 
няти объ ангармоническомъ отношен1и (См. Примфчаше [Х). 

Эта теорема прилагается также къ образован1ю коническихъ сЪченй 
и выражаетъ прекрасное общее свойство этихъ кривыхь (См. Соггез- 
ропдатсе та фетайдие 4е дпеееф, +. ТУ, р. 863). 

Сказавъ, что двоякое образован1е гиперболоида съ одною но- 
лостью получило начало въ полетехнической школ$, мы разумЪемъ 
только гиперболоидъ съ неравными осями и должны прибавить, что 
двоякое образован1е помопаю прямой лини гиперболоида вращен1я съ 
одною полостью было уже извфетно, хотя можеть быть забыто; оно 
было открыто уже очень давно и рфдко воспроизводилось. По нашему 
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тату о поверхностяхъ втораго порядка доказано въ первый 
разъ одно изъ самыхъ важныхъ ихъ свойствъ, именно то, 
что три поверхности съ центромъ, эллипеоидъ и два гипер- 
болоида °°), имфютъ всегда систему трехъ взаимно-перпен- 
дикулярныхъ сопряженныхъ д!1аметровъ 5‘). 


47. ВпослЪ дети ученики Монжа съ усп$хомъ разраба- 
тывали теор1ю поверхностей втораго порядка и пошли весь- 
ма далеко въ изучени ихъ свойествъ: сначала тЪхъ, которыя 
касаются каждой поверхности въ отдЪльности и въ соотно- 
шен1и ея съ простфйшими геометрическими формами, т.-е. 


инфню оно было сдфлаво Вреномъ, который помфстиль объ этомъ въ 
Ричозорисой Ттатзасйотз (1669,’р. 961) весьма короткую замфтку 
подъ заглавемъ: Сепегайо согротз суйтатоз Туоетбойс, еаботат- 
415 1епифиз Рурстбойс3 ассотодай. Вренъ указываеть на примфнение, 
которое можно сдфлать изъ такого образован1я посредствомъ прямой, 
ЕЪ ВЫДЪлк$ гиперболическихъ стеколъ. 

Въ 1698 году Паранъ также нашелъ это свойство гиперболоида вра- 
щен1я и доказалъ его аналитически и посредствомъ простыхъ геоме- 
трическихъ соображен! въ двухъ различныхъь мемуарахъ (Е 33043 6 
теспегсйез 4е тафетаНаие её ае рйуззаие, +. П, р. 645 е% +. Ш, р. 
570). Этого свойства не имфють друйя поверхности, происходящля отъ 
обращен1я коническаго сфчен1я около главной оси, и ПЦаранъ называ- 
етъ гиперболоидъ съ одною полост1ю самою полною изъ этихъ поверх- 
ностей, потому что на немъ имфють м$ето сфчен1я шести различныхъ 
видовъ, именно: дв параллельныя прямыя, дв$ лиши перескаюптяся, 
кругъ, парабола, эллипсъ и гипербола. Паранъ называетъ эту поверх- 
ность, также какъ Вренъ, итерболическимь цилиндроидомь и также 
пользуется образованемъ посредствомъ прямой ливи для выдфлки на 
токарномъ стан гиперболическихъь стеколъ, пригодныхь въ д1оптрикз. 

Запуеиг доказалъ также, это свойство гиперболопда вращен1я и еще 
нЪеколько другихъ предложений о объемахъ и поверхностяхъ конои- 
довъ; содержан1е предложений было ему указано Параномъ (38448 6 
тесйетгсйез ае тоййетайчиез её ае рйузчие, +. ШП, р. 526) 

5) Конусъ втораго порядка мы разсматриваемъ какъ частный слу- 
чай гиперболоидовт, подобно тому какъ въ геометри на плоскости двъ 
пересфкаюпияся прямыя разсматриваются кактъ частная или предьль- 
ная форма гиперболы. Поэтому мы и не помфстили конуса въ числ? 
главныхъ поверхностей съ центромтъ. 

0) См. 1]1-ю тетрадь „/ои’иой 4е Ресое ройпесйтячие, р. 107. 
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съ точкою, прямою и плоскостью, а потомъ—тЪхъ, которыя 
вытекаютъ изъ сравнен1я двухъ или иЪсколькихъ поверхно- 
стей между собою. И въ этихъ болБе сложныхь изыска- 
няхъ первые шаги сдЪланы были Монжемъ. Мы не можемъ 
входить въ подробности обо веЪхъ этихъ открыяхъ, какъ 
они намъ ни кажутся привлекательны. Они такъь тЪено 
связаны со вс$ми геометрическими изел5дован1ями послЗд- 
нихъ тридцати лЪтъ, что намъ пришлось бы входить въ из- 
лишя подробности, которыхъ мы принуждены избТгать. 
Чтобы пополнить недосказанное нами, укажемъ нато м$сто, 
гдз Дюпенъ, разбирая труды Монжа по аналитической гео- 
метр1и, припоминаетъь заслуги его учениковъ и на введене 
кь Туайе 4ез ртортеез ртгоуесИтез, гдБ Понселе весьма по- 
дробно и еъ похвальною заботливост!ю указаль первенетво, 
которое друге геометры могутъ предъявить по поводу от- 
крыт1я нфкоторыхъ геометрическихъ истинъ, вытекающихъ 
естественнымъ образомъ изъ его новаго учения. 

48. Развите, къ которому способна теорля 
поверхностей втораго порядка. Не смотря на 
важность усп$ховъ, достигнутыхъ въ теор1и поверхностей 
втораго порядка, должно замЗтить, что эти усп$хи соета- 
вляють весьма малую долю тЪхъ, къ которымъ повидимому 
способна эта теорля. Мы легко поймемъ это, бросивъ взгладъ 
на важнЪйпия свойства коническихь сЪ$ченй, которымъ со- 
отвЪтственныя еще далеко невеЪ найдены въ поверхностяхъ 
втораго порядка. Такя аналогичныя свойства необходимо 
существуютъ, хотя бы только потому, что они должны да- 
вать, какь слфдетвыя, свойства копическихь сЪченш, когда 
предположимъ, что новерхность теряетъ одно изъ своихъ 
изм$ренй и обращается въ кривую линмю. Но поверхности 
втораго порядка должны представлять не только веф осо- 
бенности коническихъ сЪченй, но велъдетв1е своей болЪе 
полной формы, о трехь измфреняхъ, еще множество дру- 
гихъ, исчезающихь съ уничтожешемъ одного изъ изм5рен!й; 
таковы наприм$ръ лини кривизны, которыя были въ пер- 
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вый разъ указаны Монжемь и въ которыхъ Бине и Дюпенъ 
открыли потомъ замчательныя свойства °*). 

Ограничиваясь только тфми свойствами поверхностей вто- 
раго порядка, которыя можно предвидЪть изъ простой ана- 
логи ихъ съ коническими с$ченями, укажемъ напримЪръ 
на фокусы этихъ кривыхъ, представляюще источникъ са- 
мыхъ красивыхъ и важныхъ ихъ свойствъ. Эти точки на- 
ходятся также въ трехъ поверхностяхъ вращевая (въ растя- 
нутомъ эллипеоидЪ, гиперболоидЪ съ двумя полостями и па- 
раболоидЪ) и въ нихъ Дюпенъ открылъь также драгоцнныя 
свойства какь для теорли, такь и для объяенен1я нфкоторыхъ 
физическихъ звленй °*). Безъ сомнзн!я это есть указан1е на 
то, что нзчто подобное и притомъ болфе общее должно 
имЪть мфето для всякой поверхности втораго порядка; но 
мы не знаемъ пытался-ли до сихь поръ кто-нибудь изелЪ- 
довать этоть вопросъ. 

УбЪжденные въ томъ, что такая теор1я, соотвЪтетвующая 
въ поверхностяхъ втораго порядка теори фокусовъ кони- 
ческихъ с$ченй, будетъ новымъ источникомъ свойствъ ин- 
терееныхъ и чрезвычайно полезныхь для болфе совершен- 
наго познан!я этихъ поверхностей, мы избрали ее предме- 
томъ своихъ изыскан. Аналог1ля между фокусами кониче- 
скихъ сЪченй и известными прямыми въ конусахъ втораго 
порядка °?), проведенная нами довольно далеко, естествен- 
нымъ образомъ навела насъ на подобныя же свойства по- 
верхностей, указавъ, что въ нихъ кривыя линш должны иг- 
рать роль прямыхъ въ конус$ и точекъ въ коническихъ 
сЪченяхъ. Въ Приифчани ХХХ иредлагаемъ нЪсколько вы- 
водовъ, которые позволяютъ предположить, что мы нашли 
такую аналогю. Впослздетв1и мы разчитываемъ издать нашу 


61) Дюпену удалось, кромЪ другихъ прекрасныхъ результатовъ полу- 
чить путемъ чисто-геометрическихъ соображевай механическое черчен1е 
лин1Й кривизны поверхностей втораго порядка. (Уоигиа] асе Рес ев ро- 
Идесйтйдие, 14-е сатег). 

62) Аррсайопз; ае двотейче, т—4, 1818. 

68) Метозте 4е Сеотейче, зи 1ез сдтез аз зесот а4едте. 
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работу, теперь же сообщаемъ заранзе первые результаты, 
выражая при этомъ искреннее желате, чтобы положенное 
нами начало привлекло вниман1е геометровъ и вызвало но- 
выя работы объ этомъ предмет$. 

49. Есть еще другой вопросъ, отъ котораго также зави- 
сятъ будуще усп$хи теори поверхностей втораго порядка 
п важность котораго была оцфнена Брюссельскою Академей. 
Это—аналог1я, которая должна существовать между нЗкото- 
рымъ еще  ПеизвЪСтНымЪ свойствомъ этихь поверхностей и 
знаменитою теоремою Паскаля въ коническихъ сБченяхъ °`). 

Эта теорема, независимо отъ различныхъ преобразований, 
къ которымъ она способна, и понимаемая едичственно со 
стороны свойственныхь ей формы и изложен1я, можетъ быть 
разсматриваема съ двухъ различных точекъ зрЪн1я. На нее 
можно смотр%ть, какъ на общее и постоянное соотношен!е 
между шестью произвольными точками коническаго сЪчения, 
т.е. числомъ на единицу большимь того, какое нужно ДЛЯ 
онредзлен1я кривой; или же—какъ на общее свойство кони- 
ческаго сЪчен1я относительно треугольника, произвольно по- 
мЪщеннаго въ плоскости кривой °?). 

Вел детв!е этого въ пространств можно двоякимъ обра- 
зомъ представлять себЪ аналогю съ теоремой Паскаля. 
Съ первой точки зр$н1я это будетъ общее свойство десяти 
точекъ поверхности втораго порядка, т.-е. числа на единицу 
большело, чЪмъ то, которое нужно для опред$лен1я поверх- 
ности; со второй же точки зрфв!я это будеть общее свой- 
ство, вытекающее изъ сопоставления поверхности втораго 
порядка съ тетраэдромъ какъ угодно помфщеннымъ въ про- 
странетв?®. 


6%) То, что мы говоримъ о теорем Паскаля, относится также и къ 
теорем Бр1аншона, которая въ теор!и коническихъ сфченй играетъ 
точно такую же роль. 

5) Такой треугольникъ образуется напримфръ сторонами нечетнаго 
порядка въ треугольник$ ПЛаскалевой теоремы и тогда теорема эта вы- 
ражаетъ, что три хорды коническаго сЪчен1я, опредфляемыя тремя 
углами треугольника, ветрЗчаютъ соотвЪфтетвенно три противоположныя 
стороны въ трехт, точкахъ, лежащихъ на одной прямой. 
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Первый вопросъ, который долженъ быть особенно поле- 
зенъ для теорм поверхностей втораго порядка, быль пред- 
ложенъ Брюссельскою Академ1ею въ 1825 году, но остался 
не р$шеннымъ. На слфдующемъ конкурсф Академ1я дала 
большй просторъ геометрамъ, приглашая просто найти для 
поверхностей втораго порядка теорему аналогическую тео- 
ремф Паскаля въ коническихъ сфченяхъ; здесь заключался 
и прежнй вопросъ, но въ то же время предоставлялась пол- 
ная свобода во взглядахъ на теорему Паскаля и на ту ана- 
лог1ю, которая въ этомъ отношени можеть существовать 
между линями и поверхностями втораго порядка. ` 

Въ этомъ вид вопросъ Академии не предетавляетъ такихъ 
трудностей, какъ прежде. Думаемт, что онь разр шается 
теоремой, которую мы ‘`предлагаемъ въ Прим чаи ХХХИ. 
ДЪйствительно, эта теорема выражаеть общее свойство те- 
траэдра относительно поверхности втораго порядка, анало- 
гичное съ свойствомъ треугольника относительно коничес- 
каго сЪчен1я, выражаемымь теоремою Паскаля. Но отъ этой 
теоремы еще далеко до общаго соотношен1ля между десятью 
произвольными точками поверхности втораго порядка; изы- 
скане такого свойства достойно внимашя геометровъ. НЪтъ 
сом ня, что мы не имЗемъ еще вс$хъ элементовъ, необхо- 
димыхъ для подобнаго изыскан!я; въ этомъ мы видимъ по- 
водъ изучать свойства поверхностей втораго порядка со все- 
возможныхь сторонъ и во всевозможныхъ отношен1яхъ. Нельзя 
пренебрегать никаксю теорлей, никакимъ открытемъ, какъ бы 
ни казалось оно на первый взглядъ ничтожно; ибо всякая 
частная истина, если она и не имфеть непосредственнаго 
прим нен!я, имфетъ значеше какъ звено въ непрерывной 
цфли, связывающей многочисленныя истины этой обширной 
теори; и можеть быть въ эгомъ именно звенф$ лежитъь за- 
редышъ великихъ открыт, изъ которыхъ бытро-разовьются 
методы обобщеня новЪфйшей геометрии. 

50. Полезнымъ подготовительнымъ трудомъ для полученя 
соотношен!я между десятью точками поверхности было бы 


полное рёшене во всевозможныхь случаяхъ задачи о по- 
18 
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строенши поверхности втораго порядка, опредЪфляемой де- 
вятью услонмями, именно проходящей черезъ данныя точки 
и касающейся данныхъ плоскостей. Задача эта и сама по 
себ заслуживаетъ вниман!я геометровъ. Однако до сихъ 
поръ только Ламе занимался однимъ изъ общихъ, пред- 
ставляемыхъ ею, случаевъ: этотъ искусный професеоръ опре- 
двлилъ элементы, достаточные для построен!я поверхности. 
втораго порядка, проходящей черезъ девять данныхъ то- 
чекъ °5). Но изел5цован!е общаго рфшен1я и разборъ сл$д- 
ств и частныхъ случаевъ при этомъ встр$Зчающихея тре- 
бують еще новыхъ изысканий. 

Прежде ч5мъ серьезно приниматься за вопросъ о десяти 
точкахъ поверхности втораго порядка, можеть быть было бы 
также полезно изслЗдовать общее соотношене между де- 
вятью точками кривой двоякой кривизны четвертаго порядка, 
представляющей перес$чеше двухъ поверхностей втораго 
порядка. Такая кривая опредЪфляетея въ пространствЪ во- 
семью точками и, слБдовательно, между этими точками и 
девятою должно существовать постоянное соотношене, вы- 
ражающее, что эта девятая точка лежитъ на кривой, опре- 
двляемой восемью первыми точками. 

Но еще ранфе представляетея вопросъ о соотношенш 
между семью точками кривой двоякой кривизны третьяго 
порядка, представляющей перес$чен!е двухъ гипербэлоидовъ 
съ одною полостью, им5ющихь общую образующую,—кри- 
вой, которая опред$ляетея въ пространств шестью произ- 
вольными точками. Этотъ вопросъ не представляетъь такихъ 
трудностей, какъ вышеуказанные, и кажется вполнф раз- 
р%»шенъ нами (См. Прим чане ХХХШ. 

Можетъ быть, наконецъ, за основу и образецъ сравненя 
слЗдуетъь принимать не теорему Паскаля, но сдфлать тавыя 
же попытки съ другими теоремами, выражающими подебно 
ей свойство шести точекъ коническаго сЪчен!я и представ- 


8) Ехатеп 4ез Фегетз теШфойез етуоцеез роиг тезоиаге {ев рго- 
Бётез 4е Чвотеиче, т—8°, 1818. 
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ляющими ея сл$детня или видоизм$нен!я, какъ это пока- 
зано въ Прим$чани ХУ. Мы предполагали, что одна изъ 
этихъ теоремъ, представляющая какъ бы 060б0е выражене 
анлармоническало свойства точекъ коническаго сЗченя (Прим. 
ХУ, п’ 21), можеть, при посредствЪ трехъ траневерсалей, 
произвольно проведенныхъ въ пространствЪ, повести къ ис- 
комому соотношеню между десятью точками поверхности 
втораго порядка. Наши первыя усилля оказались безплодны; 
но мы еще сохраняемъ н$зкоторую надежду на эту теорему 
и желали бы ветрЪтить попытки извлечь изъ нея, что можно. 

51. Кривыя двоякой кривизны третьяго и 
четвертаго порядка. ЁВривыя двоякой кривизны четвер - 
таго и третьяго порядка, которыя естественвымъ образомъ 
встр$чаются въ важномъ вопрос$ о десяти точкахъ поверх- 
ности втораго порядка, заслуживають и по другимъ причи- 
намъ изучен!я со стороны геометровъ. Сами эти кривня, 
подобно поверхностямъ втораго порздка, могутъ предетав- 
лять въ пространств различныя аналоги съ коническими 
сЪченлями и есть множество вопросовъ, въ которыхь они 
встр$Ътатея, если, не ограничиваясь въ геометрическихь из- 
ел дованяхъ одними коническими сЪченями, мы перейдем» 
къ болБе труднымъ вопросамъ, разр$шаемымъ при помощи 
совокупности нфеколькихъ поверхностей втораго порядка. 

Кривыя, о которыхъ мы теперь говоримъ, изучены еще 
очень мало; мы знаемъ немногя общля свойства только кри- 
выхъ четвертаго порядка, доказанныя Гашеттомъ, Понселе 
и Ветле. Гашетть разсматривалъь эти кривыя, какь пересЗ- 
чене двухъ конусовъ втораго порядка и изел$доваль формы 
тЪхь плоскихъ кривыхъ четвертой степени, которыя изъ нихь 
получаютея въ проложены или перспектив °°). 

Понселе, въ Тгаце 4ез ртортез ртодесНоез (п° 616), до- 
казалъ, что черезъь кривую четвертаго порядка, происходя- 
щую отъ перес$чен1я двухъ поверхностей второй етепени, 
можно вообще провести четыре конуса втораго порядка. 


87) Соттезроп4атесе зит Ресйе родесиичие, $. Т, р. 368. 
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Наконецъ, Ветле показалъ, что, пролагая на плоскость 
‚кривую пересЪченя двухъ извЪетнымъ образомъ опредФ$лен- 
ныхъ поверхностей втораго порядка, можно получить вс 
плосыя кривыя третьяго порядка °*). Эта теорема, полезная 
для полученя свойствъ плоскихъ кривыхъ третьяго порядка 
при помощи извЪетныхъ евойствъ кривыхъ двоякой кривизны 
четвертаго порядка и обратно °°), можеть быть предетав- 
лена въ бол$е общемъ видф, причемъ ея примФнен!я чаето 
становятся боле удобными и обширными. Теорема эта мо- 
жетъ быть высказана такъ: кривая пересъченая двуть по- 
вертностей вторазо порядка дает ез перспективном пфо- 
ложензи на плоскость изь точки зръня, помтъщенной на 
самой кривой, —всъ кривыя третья порядка. 

52. Прекраеное предложен1е Кетле вызвало предположе- 
не, что проэкц1я, или вообще перспектива, лини перес%- 
чен1я двухъ поверхностей втораго порядка можетъ дать всЪ 
плоскя кривыя четвертаго порядка и что для этого доста- 
точно помфетить точку зрЪюя внф этой лими. Но мы мо- 
жемъ, кажется, отвЪчать на этотъ вопросъ отрицательно и 
выразить въ слфдующей теорем$ оеобенноеть кривыхь чет- 
вертаго порядка, получаемыхъ отъ перспективнаго проло- 
женля лиши пересБчен1я двухъ поверхностей втораго по- 
радка: такая кривая имтеть вседа (и вообще, если исклю- 
чимь частныя видоизмъненая,) двь двойныя или сопряжен- 
ныя точки, которыя мочутз быть и мнимыми. 

Эта теорема заслуживаеть нЪфкотораго вниман!я, потому 
что изъ нея вытекають новыя слЪфдетв1я, находяпяся въ 
близкомъ отношени къ вопросамъ, занимающимъ геомет- 
ровъ въ послБднее время. 


68) Соттезропдатсе тофетайдие 4е ВтихеПез, +. У, р. 195. 

9) Изъ того напримф$ръ, что плоская кривая третьяго порядка имф- 
етъ вообще три точки перегиба, лежашая на одной прямой, заключаемт: 
19 что черезь любую точку кривой двоякой кривизны четвертоло по- 
рядка можно вообще провести три ялоскости, прикасаюиияся къ 
этой кривой вь трехь друзиль точкаль и 29 что три послъдтя точки 
лежать вз одной плоскости съ тою, черезь которую были проводимы 
три плоскости. 
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Изъ нея прежде всего заключаемъ, что кривая четвертаго 
порядка, происходящая отъ перснективы пересЗчен1я двухъ 
поверхностей втораго порядка, допускаетъ не боле восьми 
касательныхъ, проходящихь черезъ одну произвольно взятую 
точку плоекости, тогда какъ въ общей кривой четвертаго 
порядка черезъ одну точку могутъ проходить двфнадцать 
касательныхъ. 

Изъ нея же слЪфдуетъ, что развертывающаяся поверхность, 
описанная около двухъ поверхностей втораго порядка,’ бу- 
детъ не выше восьмаго порядка. Порядокъ такой поверх- 
ности въ точности еще не указанъ; Понселе зам тилъ только | 
что онъ не превосходить числа дв$надцать *°). 

Приложен!я теоремы, о которой мы говоримъ, могутъ быть 
очень многочислены, потому что часто ветр$чаются таюя 
кривыя лини, которыя могутъ происходить отъ персепек- 
тивы или проэкци пересченя двухъ поверхностей втораго 
порядка "'). 


прин 


70) Метовте зиг (а Февоте депетще 4; роайтез тесбртодиез, по 103 
СтеЦе’з Лоигпо, %. ТУ. 

71) Такъ напримфръ, овалы Декарта, или апланетическяя ийи, суть 
стереографическля проэкши лини пересфчен1я сферы съ конусомъ вра- 
щеня (теорема Кетле, см. Прим. ХХТ. Отеюда заключаемъ, что эти 
знаменитые овалы всегда имБютъ дв сопряженныя мвимыя точки въ 
безконечности. Можетъ быть другимъ путемъ этого и нельзя бы было 
обнаружить, потому что до сихъ поръ при изыскани особыхь точекъ 
не обращалось вниманя на мнимыя рфшен1я, также какъ н па точки 
безконечно удаленныя, которыя часто ускользаютъ отъ знализа. Ти 
друмя однако принадлежать къ особенностямъ кривыхъ лиш й и должны 
играть важную роль въ ихъ теорли. 

Точно также лемнискаты, образуемыя основан1ями периендикуляровь, 
опускаемыхъ изъ неподвижной точки на касательныя коническаго с%- 
чен!я, суть стереографическля проэкши персефченя сферы съ кону- 
сомъ втораго порядка (теорема Данделена, см. №Моиусах тетодтез 4 
РАсадетие ае ВтихеПез, +. 4); изъ этого сл$дуетъ, что эти кривыя имф- 
ютъ дв сопряжевныя мнимыя точки въ безконечности. Известно, что 
онф кромф того имЪютъ всегда третью, всегда д?Ъйствительную двой- 
ную, или сопряженную точку, именно—точку, изъ которой опускаются 
перпендикуляры на касательныя, и что кривыя эти допускаютъ не 06о0- 
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53. ИмЗя въ виду говорить о кривыхъ двойкой кривизны 
третьяго и четвертаго порядка, мы начали со вторыхъ, по- 
тому что до сихъ поръ только ими, кажетея, и занимались. 
Между т5мъ кривыя третьяго порядка боле просты и 6бо- 
ле доступны для изученя. Мы нашли, что они обладають 
многими интересными свойствами и представляются въ очень 
многихъ вопросахъ. Здфсь мы не можемъ излагать этотъь 
предметь во всемъ подробнымъ развитш, какое онъ до- 
пускаетъ. 

Ограничимся зам чавемъ, что перспектива кривыхъ ли- 
ый двоякой кривизны третьяго порядка не дзетъ веБхъ 
плоскихъ кривыхъ третьей степени, но только тЪхъ, кото- 
рыя имфютъ двойную, или сопряженную, или возвратную 
точку. 


54. Польза теории поверхностей втораго по- 
рядка. Не будемъ боле распространяться о теорш по- 
верхностей втораго порядка и лин! двоякой кривизны, оро- 
исходящихь отъ ихъ пересеЁченя. Изъ сказаннаго нами до- 
статочно видно, къ какому развиттю способны эти ученя и 
какое обширное поле для изслЗдованй еще представляютъ 
они для геометровъ. Эти изслЗдован1я мы считаемъ необхо- 
димыми для того, чтобы упрочено было дальнзйшее развит!е 
геометр1я и наукъ, порождаемыхъ примфнешемъ геометрии 
къ физикЪ. 


Въ самомъ дфлЪ, геометр!я, какъ и всЪ друпя положи- 
тельныя знаня, подчинена услов!ю, понуждающему умъ че- 
лов$ческй твердо идти впередъ не иначе, какъ постепенно, 
и непрем$нно оть простаго къ сложному; и, подобно тому, 
какъ коночесяя сЗченя, простЪйп!я кривыя въ геометр!и на 


лЪе шести касательныхь изъ одной точки. Къ этому заключен1ю я 
быль приведенъ также и другими соображенями, не выходящими изъ 
области плоской геометрии. 

Многя друя кривыя четвертаго порядка имфютъ также сопряжен- 
ныя мнимыя точки въ безконечности; таковы спирическ1я лищи, т.-е. 
лося сЪченя вольцеобразной поверхности, кассиноида и дру. 
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плоскости, слёдовало изучить подробно и глубоко, прежде 
ч$мъ переходить къ высшимъ задачамъ, такъ и въ геометрии 
трехь измфревй поверхности втораго порядкя являются 
простфйшими формами, изучеше которыхъ есть необходимое 
средетво для дальнЪйшаго движен1я въ познани свойствъ 
пространства. | 

Что касается наукъ о явлен1яхъ природы, то поверхноети 
втораго порядка несомн®нно должны встрчаться злЪФеь во 
множеств вопросовъ и играть такую же важную роль, какъ 
вь планетной систем5— коничесмя сЪченя. Въ наиболЪе 
ученыхъ физико-математическихь изыскашяхъ анализъ уже 
обнаружиль значене этихъ поверхноетей; но на это столь 
благопрятное обстоятельство смотрятъ большею част!ю, какъ 
на случайное и второстепенное, не допуская, что оно мо- 
жетъ быть стоить въ прямой зависимости отъ первона- 
чальной причины явленя и представлаеть дЪйствительное, 
а не случайное, основаше вефхь обстоятельствъ явления. 

Теперь, —когда чистая геометр1я въ себЪ самой содер- 
жить средетва для вывода рац1ональнымъ путемъ, безъ по- 
вобля трудныхъ вычислен!й и преобразованй анализа, мно- 
гочисленныхь свойствъ поверхностей втораго порядка и для 
рёшев!я относящихся сюда вопросовъ—еетественно думать, 
что и въ общихъ явленяхъ изъ области физики, гл эти по- 
верхности должны играть весьма важную роль, можно бу- 
детъ достигать изъясненя и даже полной теор1и явлений пу- 
тёмъ прямаго разсуждевя при помощи чистой геометрии, 
основываясь единственно на свойствахъ и общихъ законахъ 
явленя. Другими словами, можно думать, что ириложене 
еометруи къ физическим явлемямё—эта наука Кеплера, 
Гюйгенса, Ньютона, Маклорена, Стеварта, Ламберта, —пр!о- 
бр$тетъ въ усовершенствованной теори поверхностей вто- 
раго порядка полезное и плодотворное учене, которое 
дасть ей новую силу послБ почти взковой остановки. Мы 
не сомнфваемся, что такой путь, всегда прамой и естествен- 
ный, столь удовлетворяющий нашему уму, будетъ могущест- 
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венно содфйствовать наукЪ, освящая ей путь и умножая от- 
крыт!я во всзхъ областяхъ натуральной философии "°). 


7?) Только что вышедв!Й мемуаръ Пуансо о вращательномъ движе- 
ни тфлъ представляетъ разительный примфръ удобства и выгодъ гео- 
метрическаго` метода, о которомъ мы говоримъ. Трудный вопросъ, сто- 
ивш!й впродолжен1е цфлаго вфка столькихъ усилЙ самымъ знамени- 
тымъ аналистамъ, изслфдованъ здфсь съ такою удивительною ясност!ю 
и простотою, что ими лучше всего можетъ быть уничтоженъ предраз- 
судокъ, въ силу котораго за геометрей признается только древность 
происхожден!я, а не характеръ ея заслугъ и ея научнаго назначен1я,— 
отрицается ея способность къ развито, причемт, геометр!ю уподобля- 
ютъ мертвому языку, безполезному и неспособному болЪфе служить по- 
требностямъ челов$ческаго ума. Этому ошибочному взгляду, который 
можеть только препятствовать прогрессу науки, мы позволимъ себБ 
противопоставить слфдующее мн%н!е знаменитаго автора Месатдие 
апуйдие, высказанное шестьдесятъ лЪтъ тому назадъ по поводу ве- 
ливихь задачъ системы м!ра,—задачь, въ которыхтъ геометрия опере- 
дила анализъ: „Вакя бы преимущества не представлялъь алгебраиче- 
ск1й анализъ передъ геометрическими пр!емами древнихъ, обыкновенно 
называемыми, хотя весьма не соотвфтственно съ сущностью дЪла- 
синтезомь, тфмъ не менфе существують задачи, въ которыхъ эти пр- 
емы предпочтительны какъ по особой ясности, такъ и по простот$ и 
изяществу доставляемыхъ ими рфшенй. Есть даже таке вопросы, въ 
которыхъ алгебраичесый -анализъ кажется совсфмъ недостатознымъ и 
р$шен!е которыхъ повидимому можеть быть достигнуто только син- 
тетическимь путемъ“. (Зиг РайгасНот 4ез зриего\4ез ерИидиез. №оп- 
уеацх Мёто]гез 4е ГАсадеш{е ав Вег!1п, 1773). 


ГЛАВА ШЕСТАЯ. 


СОДЕРЖАНИЕ МЕМУАРА *) 


1. Начертательная геометрия Монжа перешла въ препода- 
ван!е математики. Одинъ изъ геометровъ, особенно глубоко 
постигиий характеръ и метафизику науки, уже давно выс- 
казаль желаве, чтобы теор1я трансверсалей Карно введена 
была въ элементы геометрли '); эта теор1ля оцнена боль- 
шинствомъ профессоровъ, которые теперь включаютъ въ 
свои курсы ея важнЪйп!я теоремы. Но друге указанные 
нами выше методы еще разе$яны по мемуарамъ, чтеше ко- 
торыхъ можеть казаться долгимъ и труднымъ по причин$ 
множества содержащихся въ нихъ новыхъ результатовъ. Въ 
этомъ, я думаю, заключается настоящая причина невниман1я 
къ современной ращональной геометрли; велБдетые весьма 
жалкаго недоразумВн1я думаютъ, будто бы она представляеть 
хаосъ новыхъ предложенй, открытыхъ случайно, не им$ю- 
щихъ ни связи между собою, ни значен1я для сколько-ни- 
будь существеннаго развитя науки о пространств$. 

Стараясь устранить это недоразумЪн1е, мы сочли полез- 
нымъ собрать вс частныя и разрозненныя предложения и вы- 


*) „Исторля Геометр1и“ представляетъ какъ бы введене къ мемуару 
Шаля: Метозте 4е двотейче зиг аеих риутсфрез депетаих ае 14 зсдетсе: 


& ан ШЕ ей Рпотодгарте. 
Прим. перев. 


)„... Эта остроумная теорля трансверсалей, простыя и пзодо- 
творныя начала которой должны бы быть причислены къ элементамъ 
теометр!и“. (Пуансо см. /оигиоф ае Ресое роесиияцие, 10-е саШег 
Метоте зитг 1ез роудотез её Те; рофуёатез). 
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вести ихъ изъ немногихъь наиболфе общихъ истинъ, находя- 
щихся въ соотношен!и съ указанными нами методами; это 
служило бы также подтверждешемь нашей классификации. 
Подобную работу мы озаглавили бы такъ: Опыть дополнен 
к ращональной зеометурзи. Ея главная задача есть догма- 
тическое изложене геометрическихъь методовъ и ихъ важ. 
нЪйшихь приложенй. Въ этому мы присоединяемь новую и 
чисто геометрическую теор1ю поверхностей втораго порядка 
и геометрическую же теорлю плоскихъ кривыхъ третьяго 
порядка,—теор1и, съ которыми пора наконецъ ознакомиться; 
теперь это также необходимо для дальнфйшахь успховъ 
въ геометри, какъ прежде необходимо было полное зназ- 
н1е кривыхъ втораго порядка. 

Матер!алы для подобной работы были нами болЪфе или 
мензе уже заготовлены, какъ это можно видфть изъ разно- 
образныхъ нримЪчанй оттуда заиметвованныхь для на- 
стоящаго сочинен1я. Но, какъ и должно было случиться въ 
работ$ обнимающей столько разнообразныхь изелфдован!й, 
предметь оказался обширн$е и для сколько нибудь удовле- 
творительнаго окончатя потребовалъ больше времени и 0бо- 
лзе широкой рамки, нежели мы думали сначала; такъ какъ 
продолжительная отсрочка представляеть свои неудобства, 
то мы р%$ёшились написать сначала отдЪльно о различныхъ 
предметахъ, назначавшихеся для сочиненя, предполагая впо- 
сл$дств!и возвратиться къ первоначальному намфреню и 
желая вмзств съ тБмъ, чтобы писатель болфе искусный и 
боле способный повести дЪло съ успфхомъ, предупредилъ 
насъ въ выполнении предирлятя, которое мы считаемъ по- 
лезнымъ для науки. 


2. Въ нашемъ мемуарз мы изслЗдуемъ. методы второй и 
третьей группы и обнаруживаемъ два общйя принципа, къ 
которымъ, какъ было уже сказано, приводятся веЪ эти ме- 
тоды и которые составляютъ основан1е двухъ общихъ уче- 
НШ 0 6%00измъненли (4ероттайот) и преобразовании (Иатз- 
[оттаноп) фигуръ. 
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3. Эти два принципа мы доказываемъ прямо, отчего 
они получаютъ значен1е абсолютныхъ и отвлеченныхъ истинъ, 
независимыхь ни отъ какого частнаго метода, который былъ бы 
нуженъ для ихъ оправдан1я или облегчемя ихъ примфнен1я 
въ частныхъ случаяхъ. 

Принципы эти будуть изложены, какъ было уже сказано, 
въ форм$ боле общей, ч$мъ всяюй изъ чаетныхъ методовъ. 
Такое обобщене, нами сдфланное, оказывается особенно по- 
лезнымъ въ принцип$ количественныхь соотношений, чрез- 
вычайно простомъ и открывающемъ для вышеупомянутыхъь 
теорй множество новыхь приложенш. При этомъ основа- 
немъ служитъ одно соотношене, къ которому всегда можно 
привести всЪ друпя, именно соотношен1е, вазванное нами 
анлар моническимь отношенлемь четырехъ точекъ или пучка 
четырехъ прямыхъ. Это—единственный типъ ве$хъ соотно- 
шен1й, способныхъ къ преобразованю на основании дока- 
зываемыхъ нами принциповъ. эаконъ соотвфтетыя между 
данною фигурою и фигурою преобразованною состоитъь 
именно въ равенств$ соотв$тетвующихъ ангармоническихъ 
отношений. 

ВслЪдетне простоты этого закона и самой формы ангар- 
моническаго отношен!я, оно получаетъь чрезвычайно важное 
значене въ наук$ о пространств$. 

Иногда можеть на первый взглядъ казаться, что какое- 
нибудь соотношене не подходитъ подъ формулу ангармони- 
ческато отношеня; задача геометра должна состоять тогда 
въ томъ, чтобы привести данное соотношеше къ этой фор- 
мул$ посредствомъь подготовительныхъь преобразованй, до 
извЪстной степени сходныхъ съ измфненемъ перем$нныхъ 
и вообще съ преобразованями, употребляемыми въ анализ». 


4. Мы начинаемъ съ взаимнаго преобразован1я, приложен!я 
котораго представляются въ теор!и взаимныхъ поляръ, по- 
тому что другое преобразованте (видоизм$нен!е) вытекаетъ 
изъ него, какъ естественное слЪдетв1е, хотя по назначеню 
своему имЗеть совершенно такую же общность. Принципъ 
взаимнаго преобразоватя мы назовемъ, сл$дуя выражению 
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Жергонна, принципомъ двойственности; фигуры же, нахо- 
дящяся во взаимномъ соотношен!и по такому закону—взаим- 
ными (соттеаНуез) *). 

Доказавъ принципъ, мы предлагаемъ различныя прим$не- 
ня его, которыя приводятъь къ новымъ предложешямъ, вы- 
ражающимъ нер$дко совершенно новаго рода общия свойства 
кривыхъ лив1й на плоскости и двоякой кривизны, & также 
геометрическихъь поверхностей: потомъ мы даемъ самое 
общее какъ аналитическое, такъ и геометрическое, построе- 
н1@ взаимныхь фигуръ; наконецъ излагаемъ соотношеве 
между нашимъ принципомъ и теор1ею взаимныхъ поляръ и 
выводимъ изъ него различные друг!е частные методы, кото- 
рые также могли бы служить удобными средствами для при- 
м$нен!я къ дЪлу этого принципа, еслибы онъ не былъ прямо 
и а 17107ё доказанъ, какъ свойство, присущее простран- 
ственнымъ формамъ. 

5. Между приложенями принципа двойственности есть 
одно, на которое мы здЪсь обращаемъ особое вниман!е. 

Бросая взглядь на состоян1е геометрм до того времени, 
когда начали употреблять теортю поляръ для преобразования 
н»которыхъ теоремъ, мы замфчаемъ, что` тогда знали очень 
мало истинъ, представлявшихъ взаимное соотвфтств1е съ 
истинами изв$стными. Въ теор1и кривыхъ лин, наприм$ръ, 
ни одному изъ общихь свойствъ небыло известно взаимно- 
соотв$тственнаго. Это обстоятельство доказываетъ, что ана- 
литическй методъ Декарта, служивший ко множеству пре- 
красныхъ открыт, преимущественно въ теор!и кривыхъ ли- 


*) Слово сотт@ЙайГ употребляется въ тысяч различныхъ обетоя- 
тельствъ; поэтому желательно бы было имфть другос прилагательное, 
произведенное отъ слова днайЕ. Мы думали замфнить слово Диме 
словомъ Ярйате, которымъ выражалась бы двойственность свойствъ, 
обнаруживаемая всфми фигурами въ пространств$: принципъ двой- 
. ственности мы назвали бы слФдовательно 1р7исзре 4е Фойатле, а фи- 
туры находяпияся во взаимномъ соотвфтсетвши по этому закону—0рйа- 
744иез. Но мы не рфшились ввести эти новыя назван1я вмЪфето обще- 
употребительныхт. 
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и, становится неприложимымъ, или по крайней мЪр$ пред- 
ставляетъь весьма большпя затруднения, при попытк$ выводить 
изъ него теоремы, непосредственно получаемыя по закону 
двойственности какъ взаимно соотвфтетвенныя теоремамъ, 
доказываемымъ по способу Декарта, Принципъ двойствен- 
` ности даетъ въ этомъ отношени чистой геометраи неоспори- 
мое преимущество передъ аналитической геометрией. 

Но отсюда не слЪдуетъ заключать, что алгебра,—это уди- 
вительное оруд1е, примфнявшееся до сихъ поръ ко вефмъ 
геометрическимъ соображен1ямъ,—не можетъ оказывать по- 
мощи при изелфдовани новыхъ свойствъ пространства, 
ускользающихъь повидимому отъ приемовъ Декарта. Скор%е 
слЗдуетъь наоборотъ думать, что для примфнен1я къ такой 
ц%ли нужно только соотвЪтетвенно видоизм5нить великую 
мысль Декарта, признавая за нею ея существенную черту— 
приложен1е элгебраическихь символовъ кь представлетямъ 
пространства и формы. 

Въ способ$ Декарта кривая разсматривается какъ совокуп- 
ность точекъ, слЗдующихъь одна за другой по опредЗлен- 
ному закону, и положен1е всЪхъ этихъ точекъь выражается 
постояннымъ соотношешемъ между разстоян1ями каждой изъ 
нихЪ оть двухъ неподвижныхъ осей. 

Нетрудно замЪтить, чт0 Въ н0в0й аналитической 1е0- 
метруи кривая лишя должна быть разсматриваема какъ оги- 
бающая всфхъ своихъ касательныхь, положеше же этихъ 
прямыхъ должно выражаться однимъ уравнентемъ съ двумя 
перем нными, которыя каждою парою своихъ значений опре- 
дфляютъ одну изъ касательныхъ, | 

Принципъ двойственности непосредственно приводить къ 
этой н060й системъ аналитической зеометрзи, если его 
прилагать къ самымъ премамъ Декартовой геометр1и и къ 
т$мъ соотношен1ямъ, которыя предетавляютъ уравневя кри- 
выхъ линй, или поверхностей. Такую новую геометрию мы 
изложимъ коротко въ нашемъ мемуар$ съ этой именно точки 
зр$ ня, .т. е. какъ простое примБнен!е принципа двойствен- 
ности, предполагая впосл$детни возвратиться къ этому пред- 
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мету, разработанному нами прямо, безъ помощи принципа 
двойственности, и почти такимъ же путемъ, какой принятъ 
при изложен1и аналитической геометрии. 

Въ немногихъ словахъ мы уже прежде высказали, въ чемъ 
заключается наша новая система координать и дали н$- 
сколько ея приложен (См. Сотуезропависе тафетайаие 4е' 
Оцееф, +. УТ, р. 81). Наша работа была бы очень полезна, 
еслибы принципъ двойственности былъ неизвЪстенъ, такъ 
какъ она служила бы для прямаго доказательства теоремъ 
взаимно-соотвЪтственныхъ теоремамъ Декартовой геометрии; 
но теперь нзтъ надобности сиЪшить изданемъ ея, потому 
что принципъ двойственности даетъ возможность мгновенно 
преобразовывать истины, получаемыя по способу Декарта. 

Несмотря на это, намъ кажется, что новая система ана- 
литической чеометууи заслуживаетъ дальнфйшаго развития, ' 
пополняя собою вмЪфстз съ учешемъ о координатахъ Де- 
карта дфло, начатое великимъ философомъ на основани его 
глубокой мысли о примфненш алгебры къ геометрии. 

6. Сказанное нами объ аналитической геометр1и относи- 
тельно свойствъ пространства, открываемыхъ посредствомъ 
принципа двойстренности, прилагается до извЗстной степени 
и къ теор1и трансверсалей въ томъ видЪ, какъ она предло- 
жена Карно и какъ она прим$няется съ т$хъ поръ впродол- 
жен!е тридцати лЪтъ. Теорля эта въ своемъ теперешнемъ вид% 
не приложима къ доказательству многихъ теоремъ о кривыхъ 
линяхъ и поверхностяхъ взаимно-соотв тствующихъ другимъ 
теоремамъ, въ этой теор1и доказываемымъ. Однако она при- 
ложима и къ взаимнымь теоремамъ, если въ нихъ идетъ р®чь 
только о прямыхъ линяхъ, и это потому, что Карно включиль 
въ свою теорю теорему Ивана Бернулли (или, лучше сказать, 
Чевы, какъ нами объяснено вь ПримЪчани УТ), которая есть 
взаимная теорем$ Птоломея. 

Подобнымь же образомъ достаточно ввести въ теорю 
трансверсалей н%Ъ»которыя предложеня о кривыхъ лин1яхъ 
и поверхностяхъ, чтобы сдЪлать ее прямо способною при- 
лагаться къ обоего рода вопросамъ, которые должны теперь 
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представляться во всфхъ геометрическихъ изыскан1яхъ. Такя 
теоремы,—именно взаимныя теперешнимъ основнымъ пред- 
ложешямъ теорли траневерсалей,—уже получены Понселе въ 
его приложенляхь теор1и взаимныхъ поляръ; этотъ искусный 
геометръ пользуется ими въ мемуар$: АпаЙузе 4ез тапзуе!- 
за ез арюйаиее 4 1 тесйетсйе 4ез руортейез руодесвоез @ез 
Идтез её зит|асез двотейчщиез (См. СтеПе’з Лоитиа, +. УПУ. 

7. Польза начала двойственности для ал- 
гебры. Мы показали, что принципъ двойственности рае- 
пространяетъ свои приложен!я на аналитическую геометр!ю, 
вводя въ нее новую систему коордянатъ; слЗдуетъ прибавить, 
что вмян1е и значене этого принципа могутъ простираться 
даже на самую алгебру, понимаемую въ совершенно от- 
влеченномъ смыслЪ. Этому не надобно удивляться; Монжъ 
на прекрасныхь примфрахъ показаль намъ, что законамъ 
пространства и всЗмъ достаточно общимъ понятямъ гео- 
метр1и могутъ соотвЗтствовать соображен1я и выводы чистой 
алгебры. 

На прим$нен1я принципа двойственности къ алгебр мы 
смотримъ съ двухъ точекъ зрзн!я. Вопервыхъ, какъ на сред- 
ство для интеградии во многихъ случаяхъ; во вторыхъ,—какъ 
на епособъ получать различныя теоремы алгебры посредет- 
вомъ алгебраическаго выражен1я нзкоторыхъ геометрическихъ 
результатовъ. 

Пояснимъ въ немногихь словахъ это двоякое прим$неше 
принципа двойственности къ алгебраическому анализу. 

8. Данной поверхности соотв$тетвуетъь по принципу двой- 
ственности поверхноеть взаимная и каждому свойству первой 
поверхности соотвфтетвуетъ взаимное свойство второй. 

Если первая поверхность выражена уравнешемъ (въ какой 
угодно систем координатъ), то геометричеевя соотношения, 
существующя между первою и второю поверхностью по- 
служатъ для перехода оть уравненй первой къ уравненю 
второй поверхности въ той же системЪ координатъь и.обрат- 
но для перехода отъ уравненя второй къ уравнен1ю первой. 
(Мы даемъ формулы въ Декартовыхъ координатахъ для этого 
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перехода.) Если первая поверхность выражена уравненшемъ 
съ частными дифференнлалами, то ему найдется такое же 
соотв®тетвенное для второй поверхности. Это второе урав- 
нен!е вообще будетъ отлично отъ перваго и можеть легче 
поддаваться способамъ интеграци. Если его можно инте- 
грировать, то найдется конечное уравнен!е второй поверх- 
ности, оть котораго посредствомъ вышеупомянутыхъь формуль 
перейдемъ къ уравненю первой поверхности, т. е. будемъ 
имфть интегралъь предложеннаго уравнен1я съ частными диф- 
ференщалами. 

Это тотъ самый способъ, который мы изложили подробно 
въ Прим$чани ХХХ въ примфнени къ взаимным поверх- 
ностямъь Монжа и на который указали, какъ на предметъ теор!и 
этихъ поверхностей. 

Способъ этотъ, разсматриваемый аналитически, независимо 
отъ всякихь геометрическихъь соображенай, есть въ сущности 
ничто иное. какъ алгебраическое преобразоване, въ которомъ 
соотношеня между соотвЪзтственными перем5нными указы- 
ваютея намъ а 175075 аналитическими выражен1ями взаимнаго 
соотвЪтстыя между фигурами, построенными по закону двой- 
ственности. 

9. Пользоваться принципами двойственности для открыта 
теоремъ алгебры можно сл$дующимъ образомъ. 

Положимъ, что на основаши принципа двойственности 
найдена геометрическая теорема и что, пытаясь доказать эту 
теорему путемъ алгебры, т. е. по способу координатъ, мы 
встрёчаемъ непреодолимыя затрудненя вел$детые недоста- 
точности современнаго анализа; тогда мы постараемся разъ- 
яенить затруднительный пунктъ, т. е. другими словами,— 
разъяснить то ‘алгебраическое понят!е, которое необходимо 
должно быть допущено, чтобы получалось желаемое заключе- 
н:е. Это алгебраическое понат!е выразится алгебраическою 
теоремою, которая такимъ образомъ будетъ доказана посред- 
ствомъ геометрии. 

Достаточно пояснить этоть прлемъ прим$ромъ. 

Положимъ, что мы хотимъ доказать помощю способа ко- 
ординатъ такую теорему: Ёсли кз данной звеометрической 
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повертности проведемь всь касательныя плоскости, парал- 
лельныя данной плоскости, то центуръ среднить разствяний 
точек прикосновенля будеть вседа находиться въ одной и 
той же точкъ пространства, каково бы ни было положензе 
плоскости, кь которой параллельны проводимыя касатель- 
ныя плоскости. 

Координаты точекъ прикосновеня касательныхъь плоско- 
стей опредфляютея изъ уравнен!я поверхности Ё (2, у, 2)=0 
и изъ двухъ уравнев1й 


Р а. 
р —- Ч — 5, 
аЕ аЕ` 

ау —- 6.1. = 0, 


гдВ а иб—два угловыя количества, опред$ляющия общее на- 
правлеше касательныхь плоскостей. Исключая у и изъ 
этихъ трехъ уравненй, получимъ уравнен!е относительно х, 
корни котораго будуть абециссы точекъ прикосновен1я. На 
основанш изложенной теоремы сумма этихъ корней должна 
оставаться таже, каково бы ни было общее направлене 
касательныхъ плоскостей, т. е. каковы бы ни были два пара- 
метра а и 6. Отсюда получаетея такая теорема алгебры: 


... 
Если исключимь изз треть уравненй 


аЕ АК аЕ АР 
Е (х 2)—0, ам = 0 — -+6Ы— 

(т, у, #)—0, х 42 ’ аи 42 
перемънныя у и 2, то сумма корней окончательналю урав- 
неня относительно х не будеть зависъть 0тз коэффииен- 
7065 а и 6. 


Этого примфра достаточно, чтобы видЪть, какъ прила- 
гается принципъ двойственности къ нахождению теоремъ 
алгебры. 


10. Приложен!е принципа двойственности 
къ динамикЪ. На предыдущихь страницахъ показаны 


приложен1я принципа двойственности къ двумъ геометри- 
та 
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ческимъ ученямъ, именно къ способу координатъ Декарта 
и теор!и траневерсалей и къ алгебраической теори ин- 
тегрирован1я уравнен!йЙ съ частными дифференц!алами, но 
идея двойственности можеть распространяться и на друше 
отдЗлы математики, преимущественно на динамику. ЭдЪеь не 
мфсто говорить объ этомъ и мы отсылаемъ читателей къ 
Примфчаню ХХХГУ. 

11. Принципъ гомограши. Вторая часть нашего 
мемуара посвящена другому общему принципу, именно прин- 
ципу 6%00измьнешя фигуръ (Я Готтайоп). 

Фигуры, разсматриваемыя въ приложеняхъ этого принципа, 
принадлежать къ одному роду, т. е. въ нихъ каждой точкф, 
кажлой прямой, каждой плоскоетп одной фигуры соотвЪт- 
ствуетъ точка, прямая, плоскость на другой фигурЪ, какъ 
это бываеть вапримЪръ въ фигурахъ подобныхъ, или въ илос- 
кихъ фигурахъ, изъ которыхъ одна есть перспектива другой; 
вслЗдетве этого мы назовемъ тамя фигуры зомотрафиче- 
вкими, принципъ же, о которомъ говоримъ, — принцицомъ 
зомозрафическало видоизмъьненля, или просто— принципомь 
зомозрафузи. 

12. Прежде чЪмъ говорить объ этомъ предмет, считаемъ 
нелишнимъ точнфе опредЪЗлить философе! характеръ этого 
принципа и свойство его приложен! въ рацональной гео- 
метрти. 

Примъзнене принцица гомогрази. Первое на- 
значене этого принципа заключается въ обобщен свойствъ 
пространства. 

Отсюда вытекаютъ два рода примфненй, къ которымъ онъ 
способенъ, потому что обобщене можетъ быть сдлано двоя- 
кимъ образомъ: оно можеть относиться къ построеню и 
форм фигуры, или же оно можетъ касаться свойствъ фигуры. 

Въ первомъ случа предлагается такой вопросъ: #0 изв®- 
стнымь свойствамь нькоторой фицры сдълать заключене 
о подобных же свойствах въ фиурь толо же рода, но 
боллье обинио постгроеная. 
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Напримфръ,—изь нзкоторыхь данныхъ свойствъ круга или 
сферы вывести соотв$тственныя свойства коническихь с5- 
чен!й или поверхностей втораго порядка. 

Во второмъ елуча$ вопросъ таковъ: зная нъкоторые ча- 
стные случаи неизоъетнало еще общияо свойства физуры, 
вывести это общее свойство ея. | 

Возьмемъ напримЗръ, три сопряженные д1аметра поверх- 
ности втораго порядка; извЪетно, что сумма квадратовъ ихь 
есть величина постоянная. Теорема эта вызываетъ слЗдующий 
вопросъ: дается поверхность втораго порядка и черезъ про- 
извольную точку пространства проводятся три прямыя лини; 
каковы должны быть услов1я построемя этихъ прямыхъ, что- 
бы въ частномъ случаЪ, когда точка взята въ центр поверх- 
ности, онз представляли собою. тря сопряженные д!аметра; 
и каково свойство этихъ прямыхъ, обращающееся въ такомъ 
частномъ случаЪ въ вышеуказанное свойство сопряженныхъь 
д1аметровъ. 

Понятны такимъ образомъ оба обще вопроса, для которыхъ 
предназначается зомозрафическое видоизмънене. 

13. Первый изъ этихъ вопросовъ приводить кф несомн$- 
ному способу изысканля. 

ДЪйствительно положимъ, что требуется доказать нзкоторое 
свойетво фигуры; выбираемъ изъ безчисленнаго множества 
1омозрафическихь фигуръ ту, въ которой велздетв!е ея про- 
стоты или другихъ обстоятельетвь теорема становится оче- 
видною или доказывается гораздо легче. Такъ, употребляя 
перспективу, приводили часто изслЪдован1я свойствъь кони- 
ческихъ сЗченй къ изелЗлован!ю свойетвъ круга. 

14. Съ точки зря втораго вопроса можно на 10м0зра- 
фическое видоизмъненяе смотр$ть, какъ на пр1емъ, относя- 
щися къ разряду обратныхъь способовъ. ЗдЪеь имфетея въ 
виду задача обратная той, какую мы ежеминутно разр$ шаемъ 
выводя изъ общей теоремы ея частныя слЪдетвя. Съ такой 
точки зря принципъ гомограф!и заслуживаетъ, кажется, н$- 
котораго вниман!я. Въ самомъ дЪлЪ, въ геометраи всегда 
легко переходить отъ истины кь ея елФдетнямъ, предета- 
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вляющимъ истины менфе общя, чЪмъ первоначальная, но 
не существуетъ еще правилъ обратныхъ для перехода отъ 
частныхь истинъ къ боле общимъ. Индукцля, аналог1я и н%- 
которыя частныя соображен!я безепорно могутъ въ извЪет- 
ныхъ случаяхь навести насъ на путь къ бол$е общей истин% 
и даютъ возможность предвидЪть ее; но затЪмъ аэвляется 
совершенно инойвопросъ—доказательство угаданной истины — 
и для этого мы не имфемъ ни одного спец!альнаго метода. 
Иринцить юмотрафуи и разнообразныя видоизмнен!я изъ 
него вытекаюпия доставляютъ такого рода методъ, истинный 
методъ обобщеная, и его кажетея только пытались до сихъ 
поръ ввести въ рацональной геометрии °). Понятна польза 
подобныхъ методовъ для ускорен1я успЪховъ науки. НЪтъ 01- 
крыт!я сколько нибудь важнаго, котораго зачатки и нфкоторые 
частные случаи не ветрЗчались бы задолго ранфе; но при 
помощи методовъ обобщения они же могли бы вести къ от- 
крытю немедленно. Вотъ почему важно изыскивать и разра- 
ботывать такого рода методы. 


3) По поводу сказаннаго здфеь осм$люсь указать на сходство въ 
въ одномъ отношен!и между этимъ методомъ и интегральнымъ исчи- 
слен1емъ. Ц$ль того и другаго одинаковая: именно переходъ отъ того, 
что произведено изъ предмета къ самому предмету (Фапе ае’йаНоп 
4’ип 0Ъ]её А сеф оЪ}еф). 

Когда дано количество, то мы умфемъ всегда и тотчасъ же найти 
его дифференщаль; но для вопроса обратнаго, по данному дифферен- 
щальному количеству или уравненю найти его интегралъ, общихъ спо- 
собовъ не существуетъ. Подобнымъ же образомъ изъ даннаго общаго 
предложен1я можно сейчасъ же вывести частные случаи и точно также 
не ныфемъ общаго способа для обратной задачи, когда по частному 
случаю неизв$фстнаго общаго предложен!я требуется найти это послфднее. 

Сближене это покажется, быть можетъ, менфе страннымъ, если мы 
прибавимтъ, что отъ другихъ способовъ преобразования фигуръ принципъ 
гомограф1и отличается тою особенност!ю, что въ немъ, какъ и въ инте- 
гральномъ исчислев1и, д$лается переходъ отъ безконеиноло къ конечному. 
Въ приложен1ахъ этого принципа чаще всего требуется свойства фи- 
гуры, им$ющей н$которыя части въ безконечности, распространить на 
фигуры того же рода, но въ которыхь эти части находятся на раз- 
стоашяхь конечныхъ. 
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Въ мемуар$ мы предлагаемъ различныя приложеня прин- 
ципа гомографли; одно изъ нихъ касается системы коорди- 
натъ Декартовой геометрли и ведетъ къ новой, болЪе общей 
систем аналитической геометр1и, которая можеть служить 
для прамаго доказательства путемъ анализа предложений, вы- 
водимыхъ по принципу гомографи, какъ обобщен1я теоремъ 
получаемыхь способомъ Декарта. 


16. Методы вытекаюппе изъ принципа го- 
мограи. Общ принцепъь гомографическаго видоизм$- 
нен!я заключаелъ въ себЪ н%еколько частныхъ методовъ, 
которыми удобно пользоваться въ вопросахъ спецлальныхъ 
и менфе общихъ. Укажемъ изъ нихъ тря наиболфе важные. 


Первый методъ есть теор1я гомологическихъ фигуръ Пон- 
селе, служащая, напримЪръ, для вывода изъ свойетвъ сферы 
множества свойствъ поверхностей вращен1я втораго порядка 
имфющихъ фокусъ; мы пополняемъ ее принципомъ количе- 
ственныхъ соотношений, безъ чего эта изящная теор1я не при- 
лагалась бы ко многимъ вопросамъ и была бы непелиа %. 


Второй методъ представляетъ обобщене угловыхъ соотно- 
шенй и прилагается исключительно къ распространеню 
свойствъ сферы на поверхноети вращен1я втораго порядка, не 
имфющля фокусовъ. До сихъ поръ ни одинъ изъ способовъ пре- 
образован1я не могъ прим$няться къ изысканямъ этого рода. 

Трей методъ прилагается къ весьма многочисленному 
классу свойствъ, относящихся къ геометр1и м$ры, т. е. къ 
длинамъ, поверхностямъ и объемамъ фигуръ; это ееть пере- 
водъ на языкъ чистой геометрия того аналитическаго способа, 
который мы уже употребляли для распространен1я свойствъ 
сферы на поверхности втораго порядка. При помощи этого 
метода мы между прочимъ доказываемъ простымъ разсужде- 


\) Принцииъ количественныхъ соотношен!й необходимъ; наприм$ръ, 
для вывода метрическихъ свойствъ системы двухъ коническихь сфче- 
н1й, начертательныя свойства которой даетъ Понселе; точно тоже мож- 
но сказать о теор1и барельефовъ, которыхъ метричесяя свойства важны 
не менфе свойствъ чисто начертательныхъ. 


“ 
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н1емъ изв5стныя прекрасныя, а также н%Ъкоторыя новныя, 
свойства сопряжевныхъ д1аметровъ поверхностей втораго 


порядка, свойства, которыя до сихъ поръ доказывались только 


посредствомъ анализа. 

17. Вообще приложен1я принципа гомографи къ поверх- 
ностямъ втораго порадка приводить насъ естественнымъ 
образомъ ко множеству свойствъ, которыя небыли еще най- 
дены посредствомъ употребляющихся теперь аналитическихъ 
прлемовъ; эти приложев1я покажуть, можеть быть, возмож- 
ность основать полную и обширную теор1ю поверхноетей 
втораго порядка на соображевняхъ чисто геометрическихъ, . 
безъ пособ1я вычисленй, какъ мы уже заявляли объ этомъ 
выше. Анализъ во многихь другихъ обстоятельствахъ пред- 
ставляетъ безспорно прекрасныя инеизм5римыя преимущества 
передъ геометруей; но здЪсь позволительно прибавить, что 
въ теор1и поверхностей втораго порядка онъ долженъ усту- 
пить методу геометрическому. Геометрическый путь зд$еь 
быстрЗе. и плодотворн®е, нежели путь вычислен!я; онъ въ 
тоже время боле яеенъ, потому что, извлекая свои пособ1я 
изъ самой сущности предмета безъ всякихъ вспомогательныхъ 
соображенй, онъ яснЪе обнаруживаетъ связь между пред- 
ложен1ями, проникаетъ до ихъ источника и можеть изъ ка- 
кого-нибудь первоначальнаго соотношеня между фигурами 
дЪхать безконечное множество выводовъ, являющихся новыми 
предложенями, которыя не всегда можно получить изъ ана- 
литическихъ Формуль и преобразован1й и которыя въ та- 
комъ случа потребовали бы особыхъ, часто долгихъ и труд- 
ныхъ доказательствъ °). 


> 


$) Вь Метоте зит 1ез ртотеЕз 4ез сдпез @и зесопа 4едтЕ мы уже 
показали примф$ръ преимуществъ, которыя можеть представлять геоме- 
трическ1й методъ передъ анализомъ въ теор!и поверхностей втораго 
порядка. Аналитическ1й путь не только не привелъ бы наст къ раз- 
личнымъ теоремамъ, полученнымъ нами посредствомъ геометрическихъ 
содбражен1й, но и доказываль бы ихъ не такъ просто и скоро; въ этомъ 
умы убфдились. переводя наши первыя доказательства, на азыкъ анализа. 
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Прибавлене: Отличительный характеръ излагаемыхъ нами принци- 
повъ двойственности и гомограф1и, проистекаюций изъ употребле- 
я въ нихъ анармоническало отношен1я, заключается въ томъ, 
что по самому свойству этого отношен1я всф получаемыя вами 
теоремы прилагаются почти всегда сами собою и къ фигурамъ 
на сферЪ. Такимъ образомъ оба эти принципа доставляютъ удоб- 
ное и естественное средство переносить на сферическя фигуры 
вс$ свойства плоскихъ фигуръ и даже обобщать уже извфетныя 
свойства сферических фигуръ. 

НапримЪръ, для данной сферической фигуры извфстна была 
до сихъ поръ только единственная фигура, именно дополнитель- 
ная, имфющая то свойство, что точкамь и болышимь круамъ 
первой фигуры соотвфтствують на дополнительной— больиие крути 
и почки; но принципъ двойственности показывает, что кром® 
этой дополнительной фигуры можно начертить на сфер безчи- 
сленное множество другихъ, обладающихъ тфмъ же свойствомъ; 
принципъ двойственности указываетъ и способъ построен1я такихъ 
фигуръ, между которыми фигура дополнительная есть не болфе 
какъ частный случай. 

Поэтому мы можемъ сказать, что принципы двойственности и 
гомограф1и представляютъ настояпйй рацюнальный методъ для 
распространен1я на сферическя фигуры свойствъ плоскихъ фи- 
гуръ, однимъ словомъ,—для создан1я геометр1и сферы; и эта часть 
науки о пространств можетъ теперь дфлать быстрые и легке 
усп$хи. 

18. Независимо отъ примЗнен1я къ доказательству и обоб- 
щен1ю свойствъ пространетва, принципъ гомограф1и пред- 
ставляетъ еще и третьяго рода выгоду, заключающуюся Въ 
самомъ поняти о зомозрафеи фигуръ. ДЪйетвительно, изу- 
чен1е двухъ гомографическихь фигуръ и знан1е ихъ обоюд- 
ныхъ соотношен!й представляють собою новыя геометри- 
чесмя истины, изъ которыхъ, какъ слфдетые, можеть вн- 
текать множество изв$стныхъ теоремъ, а также можеть по- 
лучаться много новыхъ результатовъ, найти которые безъ 
помощи теори гомографическихъ Фигуръ былобы очень трудно. 

Такъ напрам$ръ, мы можемъ сказать, что разнообразные 
способы образованя коническихъь сфченй, данные Ньюто- 
номъ, Маклореномт, Де-Виттомъ и др., и множество свойствъ 
этихъ кривыхъ,—свойетвъ, не имзющихъ повидимому между 
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собою ничего общаго, — суть непосредственныя слФдетвя 
теор1и гомографическихъь фигуръ (См. Прим. ХУ и ХУ]. 

Свойства, обнаруживаемыя системою двухъ равныхь или 
даже двухъ подобныхъ т$лъ, помфщенныхь какъ угодно въ 
пространств, суть также слдетвя этой теорш. Эти свой- 
ства, еще не изсл5дованныя, весьма многочисленны и ведуть 
къ различнымъ любопытнымъ теоремамъ о безконечно-ма- 
лыхъ движешяхъ и даже о конечныхь перемБщен1яхь твер- 
даго тЪла °). 

Въ нашемъ мемуарЗ мы разематриваемъ гомографическое 
видоизм$нене фигуръ только какъ средство для доказатель- 
ства и обобщен1я теоремъ; друг1я же обиия свойства этихъ 
фигуръ, нами здЪсь указанныя, предполагаемъ изложить въ 
особомъ сочинени. 


ЗАКЛЮЧЕНТЕ. 


19. ПоелБ изложенныхъ нами соображен1!й о свойств и 
назначена принциповъ двойственности и гомограф!и позвоб- 
лительно, кажется, думать, Что если въ наукахъ о простран- 
ств существують велиме и плодотворные первичные за- 
коны,—подобные исчисленю безконечно-малыхъ въ анализ, 
соединившему въ себЪ и усовершенствовавшему вез пр1емы 
квадратуръ и шахипа, подобно въ механикВ началу возмож- 
ныхъ скоростей, изъ котораго Лагранжъ извлекь веЪ друпе 
принципы, подобно великому закону Ньютона въ области 
небееныхъ явлений '),—то двЪ простыя теоремы геометрии, изъ 


‘) Приведемъ для прим$ра слБдующую теорему, которая можеть вхо- 
дить въ начала практической механики: Можно всегда перевести твер- 
дое т%ло изъ одного положен!я въ другое непрерывнымъ движенемъ 
винта, къ хоторому т$ло было бы прикр$плено. (См. ВиПейп итдеег- 
зе1 4ез зветсез, поуетфге 1830; Сотгезропдатсе татетайдие ае Втч- 
хеЦез +. УП, р. 352. 

7) Таково, безъ сомнзн!я, убЪфждевн!е лицъ, привыкшихъ ближе всма - 
триваться въ свойства пространства, въ ихъ взаимную связь и особен- 
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которыхъ проистекаютъ принципы двойственности и гомо- 
графли наиболЪе приближаются при современномъ состоянш 
геометри къ такимъ великимъ, еще незв$стнымь намъ 05- 
щимъ законамъ, 

ДЪйствительно, эти двз теоремы въ своихъ непосредст- 
венныхъ слфдетыяхъ обнимаютъ не только множество от- 
дЪльныхь истинъ, но цфлые теор!и и методы, весьма важные 
и плодотворные. 

Не входя въ подробности о приложеняхь этихъ теоремъ 
и 0 новыхъ путяхъ, открываемыхъ ими для геометрическихъ 
изыскан, замфтимъ только, что первая теорема раздЪляетъ 
вс свойства пространства на два обширные класса; н%тъ 
ни одного свойства, какъ бы оно обще ни было, котораго 
бы эта теорема не превращала въ другое, столь же общее 
въ своемъ родЪ. | 

Вторая теорема обобщаетъь вс частныя и разрозненныя 
истины, указываетъ ихъ взаимныя соотношения, связываетъ ихъ 
между собою, приводя къ одной общей истин; и эта тео- 
рема, также какъ первая, заключаетъ ц$лые методы въ своихъ 
безчисленныхъ слёдетвяхъ. 

20. Принципы двойственности и гомографли съ различными 
изъ нихъ проистекающими методами, друге способы пре- 
образован!я, указанные нами въ Свотейче дезсурйе Монжа, 


но въ удивительную непрырывность, придающую имъ въ высшей степени 
характеръ растяжимости, не представляемый другими положительными 
науками, напримФръ наукою чиселъ. Такое же мниЪн1е о геометри и 
ея будущноети высказываетъь ученый, извфстный своими трудами во 
многихъ отдфлахъ математическихъь наукъ и занимающей несмотря на 
молодые годы, почетное м$сто въ одной изъ первыхъ Академй Европы: 
„Очень жаль, пишетъ мнф г. Кетле, что большая часть современныхъ 
математиковъ имфеть такое неблагопрлятное мн$%н!е о чистой геоме- 
три..... Мн$ всегда казалось, что ихъ боле всего удерживаетъ пред- 
позатаемый ими недостатокъ общности въ геометрическихъ методахт.... 
“Но чья это вина, геометр1и ли, или тфхъ, кто ею занимается? Я очень 
склоненъ вЪфрить, что существуютъ н$которыя великая истины, которыя 
должны быть, такъ сказать, источникомъ всфхъь другихъ, въ такомъ 
ве рол%, какъ принципь возможныхъ скоростей въ механик$.“ 
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въ аеотейче ре’тзресиуе Кузинери и въ теор стереография- 
ческихь проэкцй, предетавляютъ вметЪ съ теорлей транс- 
вереалей самыя могущественныя учен1я новЪйшей геометр!и 
и сообщаютъ ей характеръ легкости и вееобъемлемости, от- 
личаюцщий ее отъ геометрли древнихъ. 

Въ самомъ дЪлЪ, эти способы преобразован!я являются 
вЪ$рными средетвами или, такъ сказать, формами, служащими 
для нахожден!я по произволу сколькихъ угодно геометриче- 
СКИХЪ ИСТИНЪ. 

Возьмемъ въ пространств какую нибудь Фигуру и одно 
изъ извЗетныхь ея свойствъ, примфнимъ къ этой ФигурЪ 
который нибудь изъ способовъь преобразовамя и прослЪдамъ 
различныя видоизм5нешя и преобразован!я теоремы, выра- 
жающей упомянутое свойство; тогда получимъ новую фигуру 
и ея свойство, соотв5тетвующее данному свойству первой 
фигуры. 

Такля средства новзйшей геометр1и умножать до безко- 
нечности геометрическля истины можно уподобить форму- 
ламъ и преобразовавямъ алгебры, котория даютъ вЗрный и 
быстрый отвзтъ на предложенные вопросы, или же-—реак- 
тивамъ химика, которые в$рнымъ и неизмннымъ образомъ 
вызывають превращев!я въ подвергнутомъ имъ веществ$; 
эти средства суть настоящия орудя, хоторыхъ не им$ла 
древняя геометр1я ‘и которыя составляютъ отличительную 
черту новой геометрии. 

Въ геометрли древнихъ истины были разрознены; трудно 
было созидать и изобр$тать новыя; не всяюй, кто хотёль, 
могъ сдфлаться геометромъ-изобр$тателемъ. 

Теперь можеть авитьея кто угодно, взать какую нибудь 
известную истину, подвергнуть ее различнымъ общимъ пр1- 
емамъ преобразован!я; и онъ получить друйя истины, новыя 
или болфе общая, которыя въ евою очередь можно подверг- 
нуть такому же преобразованю; такимъ образомъ можно 
умножать почти до безконечности число новыхъ истинъ, вы-` 
водимыхъ изъ одной; правда не вс будутъ заслуживать 
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вниман1я, но н$зкоторыя могутъ представлять интересъ и 
даже вести къ чему нибудь весьма общему. 

И такъ, при современномъ состоянши науки всяюй можеть 
обобщать и дЪфлать открыт!я въ геометр!и; чтобы прибавить 
камень къ зданю уже н$зть надобности быть гешемъ. 

Поэтому на современное состоян1е геометрии можно смо- 
трфть, какъ на состоян1е явнаго прогресса и быстраго со- 
вершенствован1я; думаемъ, что теперь по справедливости 
можно сказать объ этой наукБ то, что въ свое время счи- 
талось исключительнымъ характеромъ аналитической геомс- 
три: „Духъ новой геометри— постоянно возводить истины, 
какъ старыя, такъ и новыя, до возможно большей степени 
общности“ °). 


КОНЕЦЪ ПЕРВАГО ТОМА. 


8) КошепеПе, Нузюжте 4е Р Асааетие аез зсепсез 1704, 5иг 1058 87- 
ге; & Рлпри. 


